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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Panoramica

A nadie se le escapa que el crecimiento de la informaética en las tltimas décadas y
su cada vez mayor influencia en la vida diaria de las personas (en algunas partes del
planeta, al menos) ha sido tremendamente espectacular. Una de las consecuencias de
este desarrollo es el disefio e implementacién de sistemas mds y mas complejos para
tratar las més diversas tareas. En numerosas ocasiones el buen funcionamiento de dichos
sistemas es critico porque de ellos depende la vida de centenares o miles de personas
(piénsese en los sistemas de control de vuelo de un avién o de mantenimiento de una
central nuclear) y en muchos otros las consecuencias de un error informatico, sin ser
fatales, si pueden resultar catastréficas en términos econémicos (sistemas bancarios y
financieros). En realidad, no hace falta ir en busca de ejemplos tan grandilocuentes:
sencillamente, cuando uno escribe un programa o disefia un sistema espera que este se
comporte de una manera determinada y que cumpla un propésito concreto. A partir
de cierto grado de complejidad de un proyecto, la ausencia de errores pasa a ser un
objetivo inalcanzable; sin embargo, ello no deberia ser 6bice para intentar conseguir que
su ndmero sea lo més reducido posible. En este sentido, resulta especialmente interesante
el uso de lenguajes de especificacion, formalismos que por un lado sean flexibles y potentes
para permitir manejar disefios de complejidad elevada, pero que por otro lado tengan
un significado matemadtico preciso. Idealmente, dichos lenguajes deberfan imponer una
cierta disciplina metodolégica de forma que se redujera el ndmero de errores durante
la etapa de codificaciéon, mientras que disponer de una semdantica matemdtica precisa
deberia servir para, aun cuando no se pueda asegurar que el sistema esté libre de errores,
garantizar que al menos se cumplan las propiedades que a nosotros nos interesan.

Uno de tales mecanismos es la Idgica de reescritura presentada por José Meseguer a
comienzos de los afios noventa (Meseguer, 1992). La l6gica de reescritura es una extensiéon
delalégica ecuacional habitual que fue introducida como un modelo para la especificacion
de sistemas concurrentes para unificar numerosas propuestas anteriores. Desde entonces
esta logica ha demostrado ser un formalismo muy flexible, no solo para la especificacion
de la concurrencia, sino también como marco 16gico y semantico en el que interpretar
otras légicas y modelos de computaciéon (Marti-Oliet y Meseguer, 2002a), dando origen a



2 Carituro 1. INTRODUCCION

una abundante literatura (véanse las referencias en Marti-Oliet y Meseguer, 2002b). Desde
su introduccién, se la present6 como la base de un lenguaje declarativo de especificacion
y programacion, llamado Maude (Clavel et al., 1996, 2004a).

Por lo tanto, en este marco resulta muy interesante acercarse al estudio de la 16gica de
reescritura desde al menos dos vertientes:

e Elestudio de sus propiedades matemaéticas, que justifiquen su uso como herramien-
ta de disefio y posibiliten el desarrollo del segundo punto.

e La basqueda de métodos de demostracion que se le puedan aplicar para la verifi-
cacion de sistemas que con ella se especifiquen.

Del establecimiento del primer punto se ocup6 en una gran parte el trabajo original
de Meseguer (1992), en el que se define la teoria de modelos de la légica y se presenta
un célculo deductivo correcto y completo. Dichos resultados se presentaron para el caso
mas sencillo en el que la 16gica ecuacional subyacente a la 16gica de reescritura no tiene
tipos ni ecuaciones condicionales; en la actualidad, Bruni y Meseguer estdn trabajando
en generalizar aquellas construcciones para manejar una légica ecuacional mucho mas
expresiva como es la ldgica de pertenencia (Meseguer, 1998), y sus primeros resultados han
quedado reflejados ya en Bruni y Meseguer (2003).

Otro tema que forma parte del &mbito de los fundamentos es la reflexion. La reflexion
consiste en la habilidad de un sistema computacional o l6gico de acceder a su propio
metanivel para controlar su comportamiento. Los trabajos de Clavel y Meseguer (1996,
2002) han servido para clarificar el mismo concepto de reflexién y han demostrado que
la l6gica de reescritura es reflexiva. Estos trabajos, sin embargo, tampoco consideran
la version mds general de la l6gica de reescritura soportada por Maude, por lo que
entre los objetivos de esta tesis esta el demostrar detalladamente que aquellos resultados
siguen siendo ciertos para esta. Un primer avance en esta direccién ya se dio en Clavel
et al. (2002b). Alli se describe un esbozo de la demostracién para el caso general que,
a diferencia de las originales en Clavel y Meseguer (1996, 2002), presenta un enfoque
maés l6gico y menos computacional que simplifica en gran medida las pruebas. Ademas,
y como tarea suplementaria, se intenta presentar un enfoque unificador, aprovechando
el trabajo previo para el estudio de la reflexiéon en algunas sublégicas de la légica de
reescritura como son la légica de pertenencia o la 16gica de Horn con igualdad.

Lareflexién enlaldgica de reescritura tiene, ademads, una vertiente claramente préctica.
En particular, la tesis de Durdn (1999) muestra cémo es posible utilizarla para extender
Maude con un algebra de médulos flexible y robusta tratando los médulos como datos
y definiendo operaciones sobre ellos sin salirse de la l6gica, y la tesis de Clavel (2000)
muestra como se puede usar la reflexiéon para definir estrategias de reescritura dentro
de la misma légica y para definir herramientas de prueba. Una linea de investigacion
distinta fue la iniciada por Basin, Clavel y Meseguer (2004), donde se propone el uso
de la reflexién para metarrazonamiento formal. Desde un punto de vista abstracto, se
indican una serie de requisitos para que una légica pueda ser utilizada como marco
metaldgico; mientras que desde un punto de vista concreto se presenta la légica de
reescritura, o mas especificamente su sublégica ecuacional, como una légica que satisface
dichos requisitos y en la cual es posible demostrar formalmente metateoremas sobre
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conjuntos de teorias ecuacionales, como teoremas de una teoria universal. Como parte
del trabajo sobre reflexion, en esta tesis también se avanza en las ideas propuestas en
Basin et al. (2004) y se estudia cémo aplicarlas en un ejemplo concreto.

De las dos vertientes mencionadas més arriba en que uno podria acercarse al estudio
de la logica de reescritura, la segunda, la bisqueda de métodos de demostracién, se
encuentra menos desarrollada. El sistema Maude dispone de un demostrador inductivo
de teoremas, el ITP desarrollado por Clavel (2001, 2004), que permite demostrar teoremas
sobre teorias ecuacionales. Para que el funcionamiento y los resultados del ITP sean
correctos es necesario que las teorias satisfagan una serie de condiciones, como son la
confluencia o la terminacién; para la comprobacién de estas, Duran ha desarrollado otra
serie de (meta)herramientas (Durdn, 2000b; Durdn y Meseguer, 2000).

Para la verificacion de propiedades en sistemas de reescritura, el sistema Maude
incluye a partir de su versién 2.0 un comprobador de modelos (Eker et al., 2002). La técnica
de comprobacién de modelos (en inglés, model checking), originalmente propuesta en Clarke
y Emerson (1981) y Quielle y Sifakis (1982) de manera independiente, se ha revelado como
una de las historias mads felices en el ambito de la aplicaciéon de métodos formales a la
validacién de propiedades de sistemas a nivel industrial. Pero a pesar de todos los éxitos
que la comprobacién de modelos ha conseguido en los tltimos afios, es una técnica que
presenta una limitacién fundamental: el sistema a estudiar debe tener un ntimero finito
de estados. La introduccién por parte de McMillan (1993) de la comprobacién de modelos
simbolica ha elevado el tamafio de los sistemas susceptibles de ser tratados con esta técnica
hasta limites astronémicos, del orden de 10!% estados. Tales limites, sin embargo, siguen
siendo insuficientes en numerosas aplicaciones industriales y completamente inttiles (si
se intentan aplicar los métodos directamente) en el andlisis de sistemas, especialmente
software, cuyo ntiimero de estados es infinito.

La limitacién inherente de los comprobadores de modelos para tratar sistemas infi-
nitos, o simplemente demasiado grandes, ha llevado a muchos investigadores a estudiar
técnicas de abstraccién con las que superarla. Estas técnicas (véase por ejemplo Clarke
et al.,, 1994; Loiseaux et al., 1995; Graf y Saidi, 1997; Manolios, 2001; Das, 2003) permiten
reducir la comprobacién de si un sistema satisface una propiedad al estudio de la misma
en una version abstracta y finita del sistema.

Nuestro interés en este campo, que pretendemos abordar en la que entendemos la
parte mas importante de esta tesis, reside en el estudio de cémo aplicar las técnicas de
abstraccién en el marco de la légica de reescritura. Por una parte, nos interesa estudiar
posibles generalizaciones de la idea de abstraccién en un marco categoérico posiblemente
més abstracto que aquel en el que habitualmente se presentan. Por otra parte queremos
saber como definir dichas abstracciones en la l6gica de reescritura y Maude, como de-
mostrar que realmente lo son, como extraer el sistema abstracto correspondiente, y su
aplicacién en el comprobador de modelos asociado. A este respecto, unos primeros resul-
tados han sido ya publicados en Meseguer et al. (2003), donde describimos un método
sencillo para definir abstracciones mediante cocientes de los sistemas originales, a través
de ecuaciones que colapsan el conjunto de estados. Nuestro método produce un sistema
cociente minimal (en un sentido apropiado) junto con un conjunto de condiciones que
deben ser satisfechas para que el resultado sea ejecutable, las cuales se pueden resolver
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utilizando herramientas disponibles en el entorno de desarrollo de Maude, como el ITP
o el comprobador de confluencia mencionados anteriormente.

Un dltimo objetivo de esta tesis que viene a unificar atin mas los temas mencionados
con anterioridad es el desarrollo de un prototipo que automatiza el proceso de abstraccion,
en concreto, el proceso de abstraccion de predicados introducido por primera vez en Graf
y Saidi (1997). Su disefio es reflexivo y hace un uso fundamental del ITP, al que utiliza
como un ordculo capaz de decidir la validez de las numerosas férmulas en funcién de las
cuales se construye el sistema abstracto.

1.2 Especificacion algebraica

A finales de los afios 60, la complejidad creciente de las aplicaciones informaticas
hizo que muchos investigadores comenzaran a estudiar métodos mateméticos que con-
tribuyeran a un desarrollo més rapido y més seguro (en el sentido de permitir demostrar
formalmente propiedades de interés) de aquellas. Como se apunta en Ehrig y Mahr (1985),
alrededor del afio 1970 se pueden distinguir dos direcciones principales en este proceso.
La primera corresponderia a la definicién matematica de la seméntica de los lenguajes de
programacion, con la semdantica axiomatica de Hoare (1969) y la semdntica denotacional
de Scott y Strachey (1971) como ejemplos més destacados. La segunda direccién iria en
la linea de un enfoque riguroso de los tipos abstractos de datos en lenguajes de especifi-
cacion, con el uso de algebras heterogéneas y su especificacion por medio de ecuaciones
como fundamento matematico. Entre los trabajos con mads influencia en este 4rea estan
los de Zilles (1974) y los del grupo ADJ (Goguen et al., 1975). Al poco tiempo, ante la ne-
cesidad de operaciones modulares que permitieran la especificacién de sistemas a mayor
nivel que directamente mediante ecuaciones, surgieron los primeros lenguajes de especi-
ficacion como Clear (Burstall y Goguen, 1977) y OBJ-0 (Goguen, 1979). Desde entonces,
el abanico de aplicaciones de la especificacion algebraica se ha expandido hasta incluir
sistemas software completos y se han desarrollado numerosos formalismos, con sélidas
bases en la l6gica y la teoria de categorias, para satisfacer las necesidades particulares de
aquellas. En particular, ademas de OBJ3 (Goguen et al., 1988) y del sublenguaje ecuacio-
nal de Maude (Clavel et al., 2004a), cabe destacar el reciente desarrollo del lenguaje CasL
(Bidoit y Mosses, 2004), que ha surgido con la aspiraciéon de servir de marco comun para
desarrollos e investigaciones futuras en el drea de la especificacién algebraica.

Una descripcion del estado del arte en este campo se puede encontrar en Astesiano
et al. (1999) donde, junto con algunas referencias histéricas que complementan las que
aparecen en Ehrig y Mahr (1985), también se incluyen descripciones de aspectos més
concretos, como la especificacion algebraica de sistemas concurrentes o de objetos.

1.3 Laldgica de reescritura

Hacia principios de los afios noventa, las propuestas de numerosos autores habfan
dado lugar a la aparicién de multitud de lenguajes y modelos para la especificacién de
sistemas concurrentes, como pudieran ser, entre otros muchos, las redes de Petri (1973),
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CSP (Hoare, 1978), CCS (Milner, 1982) o los actores (actors) de Hewitt y Agha (Agha,
1986). Junto con la fragmentacién conceptual que esto suponia, muchos de estos forma-
lismos se limitaban a reconocer aspectos aislados de lo que, en determinados contextos,
significaba la concurrencia (como por ejemplo la asociatividad y conmutatividad de los
axiomas). Surgieron entonces diversas propuestas con el objetivo de unificar los enfoques
de la plétora de formalismos existente por aquella época, entre las que se encontraban
la maquina quimica abstracta (chemical abstract machine) de Berry y Boudol (1990), el
ni-calculo de Milner et al. (1992) y la 16gica de reescritura de Meseguer (1990a, 1992).

A diferencia de propuestas anteriores, en la l6gica de reescritura la concurrencia no
queda encorsetada en un mecanismo predefinido, sino que es el usuario el que puede
decidir cudl es el aspecto de la misma que le interesa destacar en cada d&mbito particular.
Ademas de demostrar su flexibilidad para la especificacién de sistemas concurrentes
en una serie de trabajos de numerosos autores (véanse las referencias en Marti-Oliet y
Meseguer, 2002b), la 16gica de reescritura también se ha revelado ttil como marco l6gico y
semdntico (Marti-Oliet y Meseguer, 2002a). En contraste con las 16gicas ecuacionales, que
describen un mundo estético, la 16gica de reescritura es una légica de cambio con reglas
que expresan la transformacién de unos estados, descritos mediante teorias ecuacionales,
en otros. Esta interpretaciéon computacional de las reglas es lo que permite el uso de la
légica de reescritura como marco semantico para la representacién de otros modelos de
computacioén. Pero las reglas también admiten una interpretaciéon légica en la que los
estados pasan a ser férmulas y las transiciones corresponden a la nocién de consecuencia
l6gica. Esta dualidad es la que en parte hace de la l6gica de reescritura un formalismo
flexible que se puede adaptar a muchas situaciones.

En la expansion del uso de la légica de reescritura también ha tenido mucha im-
portancia la existencia de herramientas como CafeOB]J (Futatsugi y Diaconescu, 1998),
ELAN (Borovansky et al., 2002) y Maude (Clavel et al., 2002a, 2004a), que permiten ejecu-
tar teorfas de reescritura. En esta tesis usaremos Maude: de las tres, la que més fielmente
implementa la 16gica. Maude comenz6 a desarrollarse a mediados de los afios noventa
por un grupo de investigadores dirigidos por Meseguer en el Computer Science Labora-
tory de SRI International, en California, y la versién 1.0 se hizo ptublica en 1999. Desde
entonces se ha seguido mejorando y en 2003 comenzé a distribuirse la version 2.0 del
sistema, una herramienta extremadamente eficiente que ejecuta millones de reescrituras
por segundo y que viene acomparfiada de un comprobador de modelos que se puede
aplicar directamente sobre teorias de reescritura.

1.4 Reflexion

La reflexion es una caracteristica muy dtil y poderosa de la légica de reescritura,
motivadora de trabajo sobre teoremas metaldgicos reflexivos. Intuitivamente, la reflexiéon
consiste en la capacidad de un sistema, que puede ser 16gico o computacional, para
razonar sobre si mismo. Ejemplos cldsicos donde se observa el uso de esta propiedad,
aunque en un contexto distinto al que nos va a interesar a nosotros, serfan la maquina
universal de Turing y la codificaciéon del lenguaje de la aritmética de primer orden en
si mismo por parte de Godel.
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Clavel y Meseguer han dado demostraciones de esta propiedad para fragmentos cada
vez més generales de la 16gica de reescritura, en concreto:

1. sin tipos y sin condiciones (Clavel, 1998, 2000),
2. sin tipos y con condiciones (Clavel y Meseguer, 2002); y

3. con mdltiples tipos (Clavel y Meseguer, 2002).

En esta tesis se generalizan los tres resultados anteriores al caso mas general en el que
las especificaciones ecuacionales subyacentes son teorias en [6gica ecuacional de pertenencia
(Meseguer, 1998). Las reglas condicionales de este tiltimo caso son muy generales puesto
que en ellas pueden intervenir no solo otras reescrituras, como en los casos (2) y (3)
arriba indicados, sino también ecuaciones y afirmaciones de pertenencia como parte de la
condicioén. Este trabajo también extiende y discute con mayor detalle algunos resultados
iniciales sobre reflexién en la 16gica de reescritura presentados en Palomino (2001b).

¢Qué ocurre con otras 16gicas? ;Qué ocurre, por ejemplo, con la propia légica ecua-
cional de pertenencia? ;O con la l6gica ecuacional heterogénea (en inglés, many-sorted)?
(O con la légica de Horn con igualdad? Durante mucho tiempo, y reforzado por los re-
sultados de Clavel y Meseguer, se ha conjeturado que estas l6gicas también son reflexivas
y que los mismos métodos utilizados para la l6gica de reescritura se podrian utilizar
para obtener teoremas de reflexion para ellas. Los resultados presentados en esta tesis
establecen la certidumbre de estas conjeturas. Ademads, nuestras construcciones arrojan
un poco de luz sobre la cuestiéon de como las teorias universales de l6gicas relacionadas
se relacionan entre si. Por ejemplo, la l6gica ecuacional de pertenencia es una sublégica
de la légica de reescritura y esta relaciéon se expresa al nivel de reflexion mediante el
hecho de que la teoria universal de la l6gica ecuacional de pertenencia es a su vez una
subteoria de la teoria universal para la versiéon més general de la 16gica de reescritura que
consideramos en esta tesis.

Por lo tanto, estos resultados hacen patente que la reflexién esta disponible como
una caracteristica muy poderosa no solo para esta variante mas general de la l6gica de
reescritura, en concreto la que estd implementada en el sistema Maude, sino también para
otras légicas computacionales de gran importancia en los &mbitos de la especificacion
formal y la programacién declarativa, como son la légica ecuacional de pertenencia, la
l6gica ecuacional heterogénea y la 16gica de Horn con igualdad. Todo lo cual puede servir
de base para el disefio, con una fundamentacién tedrica clara, de lenguajes de programacion
declarativos reflexivos en esas logicas.

El tener una especificacion explicita de las correspondientes teorias universales es
de gran importancia préctica para el razonamiento metal6gico. En Basin et al. (2000,
2004) se investigan las buenas propiedades de la légica ecuacional de pertenencia y
de la légica de reescritura como marcos metaldgicos reflexivos que combinan induccién,
parametrizacion y reflexion para soportar razonamiento metalégico sobre las l6gicas
representadas en ellos. En ese metarrazonamiento, como siempre que se requieren objetos
de prueba para justificar pruebas mediante reflexion, resulta esencial hacer un uso explicito
de las correspondientes teorias de reescritura. En particular, los resultados en esta tesis
tienen importantes consecuencias para el lenguaje Maude, ya que sirven tanto como
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fundamento tedrico para su médulo META-LEVEL (véase la seccién 2.4.3), que implementa
la reflexién, como para proporcionar un método general para combinar computaciones
reflexivas eficientes, utilizando la funcionalidad del médulo META-LEVEL con la habilidad
de generar objetos de prueba por medio de las teorfas universales cuando sea necesario.

Precisamente abordando el tema de los marcos metal6gicos termina el capitulo dedi-
cado a la reflexién. Aqui extendemos los principios de metarrazonamiento de Basin et al.
(2004), relajando la restriccion que alli tienen de que solo se pueden aplicar a teorias re-
lacionadas por la relacién de inclusion. Esta relajacion incrementa considerablemente su
aplicabilidad, lo que ilustramos ensefiando coémo pueden utilizarse dichos principios para
el estudio de algunas relaciones semdnticas entre distintas especificaciones ecuacionales
mediante su formalizacién como teoremas en la teoria universal de la l6gica ecuacional
de pertenencia, cuyas demostraciones siguen fielmente las correspondientes al metanivel.

1.5 Demostracién de propiedades

En el razonamiento formal sobre sistemas concurrentes intervienen habitualmente
dos niveles distintos de especificacién: (1) un nivel de especificacion de sistema, en el que
se recoge una descripcion computacional del mismo; y (2) un nivel de especificacién de
propiedades, en el que se especifican diversas propiedades de seguridad y vivacidad que
el sistema deberia satisfacer. Una especificacion de sistema tipicamente determina un
modelo matemitico (o conjunto de modelos) sobre los que se quiere verificar que ciertas
propiedades se cumplen. Entre los modelos matemaéticos usados con frecuencia estan
los sistemas de transiciones (en inglés, transition systems) y las estructuras de Kripke—
sistemas de transiciones decorados con informacién sobre los predicados atémicos. Para
las propiedades se pueden utilizar diferentes l6gicas temporales y modales: CTL" (Clarke
etal., 1999) es una eleccién muy interesante, pues contiene como casos especiales las muy
utilizadas LTL y CTL.

La cuestién entonces es como determinar si el sistema concurrente objeto de estudio
satisfacelas propiedades deseadas, paralo cual existe una gama de técnicas y herramientas
con muy diversos grados de complejidad y que ofrecen distintos niveles de seguridad en
los resultados que devuelven:

e Pruebas (testing). Se trata de ejecutar el sistema sobre unos cuantos valores para
comprobar si al hacerlo se produce algtn fallo, o desviaciéon del comportamiento
previsto.

e Comprobacion de modelos. A diferencia de lo que ocurre con las pruebas, un com-
probador de modelos explora sistematicamente todas las posibilidades para com-
probar si una propiedad se cumple con seguridad. Requiere que el sistema sea finito
y da un método de decision.

e Demostracion de teoremas (theorem proving). Es la técnica més potente y consiste
en demostrar teoremas matemdticos que garanticen la correccién del sistema.

La ejecucion de pruebas es una técnica sencilla y rdpida de aplicar, pero aunque
puede detectar fallos no puede asegurar su ausencia y resulta insuficiente para verificar
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componentes criticos de un sistema; ademas, es més dificil de aplicar cuando el sistema
es concurrente debido al no determinismo y las muchas computaciones posibles. Bajo
formas mas o menos elaboradas, es la técnica mas extendida en el mundo de la industria.

En el extremo opuesto del espectro se encuentra la demostracién de teoremas. Esta
técnica es la que mds potencia y flexibilidad ofrece al usuario a la hora de probar propieda-
des de una especificacion, pero a cambio exige un gran esfuerzo y participacion por parte
de este, y una formacién adecuada. Para auxiliar en esta tarea se han desarrollado muchos
demostradores de teoremas. Entre los méds importantes de los disponibles en la actualidad
podemos citar ACL2 (Kaufmann et al., 2000), que se ha utilizado en la demostracién de la
correccién de algunos de los algoritmos usados para las operaciones de los niimeros en
coma flotante en el procesador AMD Athlon (Russinoff, 2000), el demostrador PVS (Owre
et al., 1998) que, al igual que Maude, se desarrolla en el Computer Science Laboratory
de SRI International en California, o el francés Coq (Bertot y Castéran, 2004). A su vez,
Maude dispone del mas modesto ITP (Clavel et al., 2000; Clavel, 2004).

Un compromiso entre las dos técnicas anteriores la ofrece la comprobacién de modelos,
introducida por Clarke y Emerson (1981) y Quielle y Sifakis (1982), donde se pueden
distinguir dos clases principales de algoritmos:

e algoritmos de estados explicitos (explicit-state), que exploran exhaustivamente el
conjunto de estados de un sistema en busca de un contraejemplo, y

e algoritmos de comprobacién de modelos simbélica (McMillan, 1993), en los que se
utiliza una representacion simbolica por medio de booleanos de los conjuntos de
estados, y los estados alcanzables se computan como el punto fijo de la relacién de
transicion.

La comprobacién de modelos simbélica permite verificar sistemas con més estados, pero
en cambio resulta mucho mads sencillo utilizar un algoritmo de estados explicitos en el
caso de que se manejen sistemas que, aunque con un nimero potencialmente infinito
de estados, realmente tienen un conjunto finito y de cardinalidad moderada de estados
alcanzables.

El comprobador de modelos de Maude (Eker et al., 2002) utiliza un algoritmo de es-
tados explicitos. A toda férmula temporal ¢ se le puede asociar un autémata (de Biichi)
A, que reconoce aquellas secuencias de estados que la satisfacen. Asi, para comprobar
si una férmula ¢ se satisface en un estado inicial, el comprobador primero construye el
autémata A-, asociado a la negacion de la férmula y comprueba si es vacia la interseccién
del lenguaje que acepta dicho autémata con los caminos que parten del estado inicial.
La eficiencia con que este algoritmo estd implementado en el comprobador de modelos
de Maude es comparable a la de los comprobadores de modelos de estados explicitos
maés avanzados disponibles en la actualidad, como puede ser SPIN (Holzmann, 2003),
ofreciendo la ventaja de que el lenguaje disponible para especificar los sistemas y pro-
piedades (la légica de reescritura) es mucho mas expresivo (en el caso de SPIN se tiene
un lenguaje llamado Promela, con sintaxis similar a la de C). Sin embargo, esté limitado
como todos los comprobadores de modelos a la verificacién de propiedades de sistemas
con un ntmero finito de estados; para poder aplicarlo en sistemas infinitos es necesario
abstraer antes estos en sistemas mads sencillos.
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1.6 Abstraccion

Ala hora de especificar formalmente los modelos mateméticos asociados a un sistema
concurrente existen muchas posibilidades: en esta tesis los especificaremos por medio de
teorias de reescritura. Esta eleccién resulta natural porque la légica de reescritura ofrece
un marco flexible para especificar un amplio espectro de sistemas concurrentes a alto
nivel (Meseguer, 1992; Marti-Oliet y Meseguer, 2002b) sin por ello perder la posibilidad
de ejecutarlos en lenguajes como Maude que permiten su simulacién y la comprobacién
de modelos (Clavel et al., 2004a). Esencialmente, los estados de un sistema se especifican
como los elementos de un dlgebra inicial y las transiciones como reglas de reescritura. Re-
sulta entonces muy facil especificar ecuacionalmente, utilizando una teoria extendida, las
proposiciones atdmicas que se cumplen en los estados. De esta manera podemos asociar
una estructura de Kripke a una teoria de reescritura y el problema de si el sistema satisface
una determinada férmula ¢ se convierte en la cuestion de verificar si esa estructura de
Kripke satisface ¢.

Sin embargo, puede resultar considerablemente maés sencillo, o incluso necesario, ve-
rificar una relacién de satisfaccién tal utilizando la especificacién de un sistema distinto.
En particular, las técnicas de abstraccion permiten reducir el problema de si un sistema
con un numero infinito de estados alcanzables, o con un niimero finito pero excesiva-
mente elevado, satisface una propiedad expresada en una légica temporal al uso de un
comprobador de modelos sobre una versién abstracta del sistema con un ntimero finito
de estados. Entre la abundante literatura sobre abstracciones podemos mencionar los
trabajos de Clarke et al. (1994) y Miiller y Nipkow (1995) como algunos de los iniciales en
este campo, Loiseaux et al. (1995) y Kesten y Pnueli (2000a,b) como trabajos mas tedricos
orientados al estudio de sus propiedades y posibilidades, o los articulos de Graf y Saidi
(1997), Colén y Uribe (1998) y Saidi y Shankar (1999) para la técnica particular de abs-
traccion de predicados. La forma mas habitual de definir tales abstracciones es mediante
un cociente del conjunto de estados del sistema original, junto con versiones abstractas
de las transiciones y los predicados utilizados para expresar las propiedades. Métodos
distintos difieren en los detalles particulares pero coinciden en el uso general de una
funcién cociente. En este marco existe siempre un sistema (estructura de Kripke) minimal
que convierte dicha funcién cociente en una simulacién.

En el capitulo 4 de esta tesis presentamos un método sencillo para construir abs-
tracciones cociente minimales de manera ecuacional. Este método asume que el sistema
concurrente ha sido especificado mediante una teoria de reescritura R = (X, E, R), siendo
(X, E) una teoria ecuacional que especifica el conjunto de estados como un tipo algebrai-
co de datos y R un conjunto de reglas de reescritura que especifica las transiciones del
sistema. El método consiste simplemente en afiadir mds ecuaciones, digamos el conjunto
E’, para obtener un sistema cociente especificado por medio de la teorfa de reescritura
R/E’ = (X, EUE’,R); a tal sistema lo llamamos abstraccion ecuacional de R. Esta abstracciéon
ecuacional resulta 1til desde el punto de vista de la comprobacién de modelos si:

1. R/E’ es una teoria de reescritura ejecutable en un sentido apropiado; y

2. los predicados de estado son preservados por la simulaciéon cociente.
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Los requisitos (1) y (2) son obligaciones de prueba (proof obligations) que se pueden resolver
utilizando métodos propios de los demostradores de teoremas.

Nuestro enfoque se puede mecanizar utilizando el lenguaje Maude (Clavel et al.,
2002a) y su comprobador de modelos para l6gica temporal lineal asociado (Eker et al.,
2002), el demostrador de teoremas inductivo ITP (Clavel, 2004) y los comprobadores de
las propiedades de Church-Rosser (Durdn y Meseguer, 2000) y coherencia (Durédn, 2000a).

1.7 Simulacién

El concepto de simulacién es esencialmente el mismo que el de abstraccién, solo que
entendido en un &mbito mds general. El objetivo de las simulaciones no se circunscribe
a calcular sistemas finitos que permitan el estudio de otros mas complejos, sino que
va més alld e incluye relaciones como la simulacién de una implementacién por parte
de su especificacién (ambas posiblemente sistemas infinitos) y que demuestra que la
implementacién es correcta, o la bisimulacién entre teorias semanticamente equivalentes
que permite trasladar los resultados sobre una a la otra.

El capitulo 5 de esta tesis trata de avanzar en dos direcciones principales: la primera
busca generalizar la nocién de simulacién entre estructuras de Kripke tanto como sea po-
sible (para lo que ya se di6 un primer paso en el capitulo sobre abstracciones) y la segunda
persigue resultados generales de representabilidad que demuestren que las estructuras
de Kripke y las simulaciones generalizadas se pueden representar en la 16gica de reescri-
tura. Estos dos objetivos estdn motivados por razones pricticas. La razén en el primer caso
es que las simulaciones resultan esenciales para el razonamiento composicional. Una piedra
angular en tal razonamiento es el resultado que nos indica que las simulaciones reflejan
propiedades de la l6gica temporal, esto es, si tenemos una simulacién de estructuras de
Kripke H : A — By una férmula adecuada en légica temporal ¢, si resulta que a y b
estdn relacionados por H y 8,b E ¢ entonces podemos deducir que A,a E ¢. Aunque
este resultado es enormemente potente, resulta interesante generalizarlo atin més pues
una nocién més general de simulacién le dard un mayor dmbito de aplicabilidad, atin
cuando para ello la clase de las férmulas ¢ a las que se aplique haya de ser restringida.

El avanzar en el segundo objetivo también estd motivado por razones practicas, en
concreto:

1. ejecutabilidad,
2. facilidad de especificacién, y

3. facilidad de prueba.

La clave sobre (1) y (2) es que la légica de reescritura es un marco muy flexible, de
manera que un sistema concurrente normalmente se puede especificar facilmente y a alto
nivel; ademas, tales especificaciones pueden ser utilizadas directamente para ejecutar el
sistema o para razonar sobre €, lo que es precisamente el punto (3). Ciertamente, tanto
la 16gica de reescritura como su légica ecuacional subyacente pueden resultar muy ttiles
a la hora de razonar formalmente, ya que uno necesita a menudo razonar mas alld del
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nivel proposicional. Por ejemplo, incluso cuando usemos un comprobador de modelos
para demostrar que un sistema con infinitos estados alcanzables satisface A,a £ ¢,
construyendo una simulacién de abstraccion con un namero finito de estados H : A — 8
y comprobando que B,b | ¢ para algtn b tal que aHb, todavia nos quedara pendiente la
cuestion de verificar la correccion de H, lo que requiere resolver las obligaciones de prueba
asociadas. De forma mads general, cualquier razonamiento deductivo en légica temporal
necesita incluir razonamiento de primer orden, y a menudo inductivo, al nivel de los
predicados de estado. Es precisamente aqui donde la l6gica de reescritura y su sublégica
ecuacional y sus modelos iniciales, que soportan razonamiento inductivo, resultan ttiles.
Los resultados que presentamos extienden considerablemente los del capitulo anterior.

Avanzamos en el primer objetivo generalizando las simulaciones en tres direcciones.
Primero, consideramos simulaciones tartamudas en el sentido de Browne et al. (1988) y Ma-
nolios (2001), que son bastante generales y ttiles para relacionar sistemas concurrentes
con distintos niveles de atomicidad; en segundo lugar relajamos la condicién de preser-
vacion de las proposiciones atémicas de exigir igualdad a solo pedir inclusién; y tercero,
permitimos alfabetos diferentes AP y AP’ de proposiciones atémicas en las estructuras de
Kripke relacionadas.

Avanzamos en el segundo objetivo demostrando varios resultados de representabilidad
que muestran que cualquier estructura de Kripke (resp. cualquier estructura de Kripke
recursiva) puede ser representada mediante una teoria de reescritura (resp. una teoria
de reescritura recursiva) y que cualquier simulacién generalizada (resp. simulacion ge-
neralizada recursivamente enumerable) puede ser representada mediante una relacién
definida mediante reescritura.

Pese a que el marco categoérico resulta el més natural para entender estas simulaciones
generalizadas, hasta donde sabemos el mismo no ha sido explotado de manera sistematica
hasta la fecha. Nosotros a medida que vayamos presentando nuestras distintas nociones
de simulacién las iremos organizando en categorias, junto con las estructuras de Kripke
correspondientes. Posteriormente en el capitulo 6 se llevard a cabo un estudio categdrico
maés profundo de todas ellas, agrupandolas en instituciones y describiendo sus limites y
colimites.

1.8 Organizacion de la tesis

En el capitulo 2 se hace un rapido repaso de las principales nociones que se utilizardn
en el cuerpo de la tesis, como son por un lado la 16gica de reescritura y su implementaciéon
en el sistema Maude, y por otro lado la légica temporal y las estructuras de Kripke que
se utilizardn como modelos suyos.

El capitulo 3 trata sobre reflexion. En una primera parte, se presentan las demostracio-
nes detalladas de la reflexividad de la l6gica ecuacional de pertenencia y de la l6gica de
reescritura sobre aquella que aparecian esbozadas en Clavel et al. (2002b). Estos resultados
extienden los de Clavel y Meseguer (2002) a la versién més general de la 16gica de reescri-
tura, favorecen un enfoque maés légico que simplifica enormemente las pruebas y, por vez
primera, arrojan un poco de luz sobre la relacién que existe entre las teorias universales
correspondientes a légicas distintas emparentadas de algtin modo. La segunda parte de
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este capitulo, publicada en Clavel et al. (2004b) con ligeras diferencias en la notacién,
hace uso de la recién definida teoria universal de la l6gica ecuacional de pertenencia y
muestra como se puede utilizar para estudiar formalmente relaciones semanticas entre
especificaciones ecuacionales.

Los capitulos 4 y 5 estudian, respectivamente, las ideas de abstraccién y simulacién
en el marco de la 16gica de reescritura. En el capitulo 4 se comienza extendiendo la nocién
habitual de simulacién entre estructuras de Kripke, eliminando la necesidad de que un
estado tenga que satisfacer exactamente las mismas proposiciones que aquel al que simu-
la, y se introduce la técnica de las abstracciones ecuacionales (Meseguer et al., 2003) para
computar abstracciones de sistemas representados en la l16gica de reescritura sobre las que
posteriormente se pueda aplicar un comprobador de modelos. En el capitulo 5 se genera-
liza atin més la nocién de simulacién, relacionando estructuras de Kripke con conjuntos
distintos de proposiciones atémicas y permitiendo el tartamudeo. Para representar estas
simulaciones al nivel de la 16gica de reescritura se introducen generalizaciones sucesivas
de la nocién de abstracciéon ecuacional entre teorias de reescritura: los morfismos teo-
roidales (recogidos en Marti-Oliet et al., 2004), simulaciones definidas ecuacionalmente
y simulaciones mediante relaciones definidas utilizando reescritura. Cada uno de estos
conceptos es presentado junto con ejemplos y las condiciones que han de satisfacerse para
que realmente den lugar a simulaciones entre los sistemas que representan.

El concepto de simulacién no es ni mucho menos nuevo; los resultados contenidos en
estos dos capitulos lo extienden en algunas direcciones y, fundamentalmente, lo adaptan
al marco de la légica de reescritura, indicando cémo aplicarlo en el mismo. Junto con
la herramienta descrita en el capitulo 7, las ideas que aqui se presentan contribuyen a
remediar en parte el aspecto mas débil en la actualidad del proceso de especificacion
de sistemas en la légica de reescritura: la demostracion formal de propiedades de los
sistemas especificados en ella.

La tesis termina con dos capitulos de cardcter contrapuesto: uno eminentemente tedri-
co y otro de clara aplicacién préctica. El capitulo 6 presenta un estudio de las propiedades
basicas de las categorias de estructuras de Kripke y simulaciones introducidas en capitu-
los anteriores, las clasifica en instituciones y demuestra algunos resultados que respaldan
el caracter “minimal” atribuido con anterioridad a algunas estructuras de Kriple. Por
altimo, en el capitulo 7 se aborda la construcciéon de un prototipo para aplicar la técnica
de abstraccién de predicados a teorias de reescritura. Su disefio reflexivo (soportado por
Maude) posibilita que, aunque su rendimiento quede por el momento por debajo del de
otras herramientas similares, su implementacién resulte muy sencilla, como demuestra
el cédigo en el apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo repasamos todas aquellas nociones que aparecen de manera repetida
a lo largo de la tesis y cuyo conocimiento es requisito para poder entender el desarrollo
de capitulos posteriores.

En esta categoria se encuadra obviamente la l6gica de reescritura, que utilizaremos
para la especificacion de sistemas concurrentes basados en estados y cuya propiedad de
reflexion es el objeto del capitulo siguiente. Junto con la l6gica de reescritura también
conviene repasar su sublédgica ecuacional asi como su implementacién en el lenguaje
Maude, cuya sintaxis se utilizard en las especificaciones de muchos de los ejemplos. Pero
ademas, en los capitulos dedicados a abstraccién y simulacién necesitaremos considerar
los sistemas concurrentes desde un punto de vista todavia menos concreto mediante el
uso de estructuras matemaéticas abstractas. Por estas tiltimas empezamos.

2.1 Sistemas de transiciones, estructuras de Kripke y l6gica tem-
poral

A la hora de razonar sobre sistemas computacionales resulta conveniente abstraer
tantos detalles como sea posible mediante el uso de modelos matematicos sencillos que
se puedan utilizar para razonar sobre ellos. Para sistemas basados en estados se puede, en
un primer paso, representar su comportamiento por medio de un sistema de transiciones.

Un sistema de transiciones (en inglés, transition system) es un par A = (A, = #), donde
A es un conjunto de estados y —# C A X A es una relacién binaria llamada relacién de
transicion.

Un sistema de transiciones, sin embargo, no incluye ningtn tipo de informacién sobre
las propiedades del sistema. Para poder razonar sobre dichas propiedades se necesita
afiadir informacion sobre las propiedades atémicas que se satisfacen en cada estado. Tales
propiedades atémicas pueden ser descritas mediante un conjunto AP de proposiciones
atomicas.

Una estructura de Kripke es una terna A = (A, -4, L#), donde (A, = #) es un sistema
de transiciones con — # una relacién total y Lz : A — P(AP) es una funcién de etiquetado
que asocia a cada estado el conjunto de las propiedades atémicas que se satisfacen en él.

13
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Usamos la notacién a — 4 b para indicar que (4,b) € — 4. N6tese que la relacién de
transicién de una estructura de Kripke debe ser total, esto es, para cada a € A existe un
b € A tal que a — 4 b. Esta es una decisién habitual (Clarke et al., 1999, por ejemplo) que
se toma para simplificar la definicién de la semantica de las légicas temporales, de las
que las estructuras de Kripke son modelos. Dada una relacién arbitraria —, escribimos
—* para referirnos a la relacién total que extiende — afiadiendo un par a —* a para cada
a tal que no existe ningtn b tal que a — b. Un camino en A es una funcién n : IN — A tal
que, para cada i € IN, se cumple que (i) —.4 7t(i + 1). Usamos 7' para referirnos al sufijo
de 1 que comienza en 7t(i); explicitamente, ni(n) = n(i + n).

Para especificar propiedades de sistemas utilizaremos una légica temporal. El origen
delalégica temporal se puede rastrear hasta Aristételes, pero su uso para la especificacion
de propiedades que deben ser satisfechas por programas o sistemas computacionales se
debe al trabajo seminal de Pnueli (1977). De entre la variedad de 16gicas temporales noso-
tros utilizaremos la 16gica ACTL", o ACTL"(AP) si queremos hacer explicito el conjunto de
proposiciones atémicas. Esta es una sublégica de CTL*(AP), una légica temporal ramifica-
da de tiempo discreto en la que el momento presente se corresponde con el estado actual
del sistema y cada uno de los momentos futuros se corresponde con posibles evoluciones
del estado (véase por ejemplo Clarke et al., 1999, seccién 3.1). Los modelos sobre los que
estas ldgicas se interpretan son las estructuras de Kripke.

En CTL*(AP) existen dos tipos de férmulas: formulas de estado (en inglés, state for-
mulas), agrupadas en el conjunto State(AP), y férmulas de camino (path formulas), que
denotaremos con Path(AP). Su sintaxis viene dada por las siguientes definiciones mutua-
mente recursivas:

férmulas de estado: p=peAP|T|L|-pleVe|lpAp|Ay|Eyp
formulas de camino: Y =@ |- [y VY [P AP | XY |PUY | YRY | GY | F.

A es el cuantificador universal y E el existencial, y los operadores X, U, R, G y F tienen
el significado de siguiente, hasta que, libera, siempre y alguna vez, como queda de manifiesto
en la definicién de la seméntica.

La semdntica de la légica, que especifica las relaciones de satisfaccion A,a = ¢ y
A, E ¢, para una estructura de Kripke A, un estado inicial 2 € A, una férmula de
estado ¢, un camino 7t y una férmula de camino 1, se define por induccién estructural
tal y como se muestra en la figura 2.1.

ACTL*(AP) es la restriccion de CTL*(AP) a aquellas férmulas cuya formal normal
negativa (con todas las negaciones al nivel de los &tomos) no contiene cuantificadores
existenciales.

En ocasiones nos restringiremos a la sublégica LTL de ACTL", la 16gica temporal lineal
(Manna y Pnueli, 1992, 1995), que es una légica muy utilizada y que ofrece la ventaja de
que sus férmulas son facilmente interpretables, ademas de ser la 16gica que implementa el
comprobador de modelos de Maude (véase la seccién 2.4.4). En LTL todas las férmulas son
de la forma A, donde ¢ no contiene ningtn cuantificador. En estos casos utilizaremos
una sintaxis especial en la que omitiremos la A y los operadores X, G y F se escribiran
como O, Oy <, respectivamente.
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Aakp & peLla@)

AaET < verdadero

AakE L < falso

AaE - = Aale

AaqkEpiVer & AakEg@pioAakEq@

AakEpiNpy & AakEeryAakEi;

A,aE Ay & para todo © tal que 7(0) = a se tiene A, = ¢

A,a = Ey & existe m con t(0) = a tal que A, F ¢

Amk g = AnO)E¢

A, Y = AnkEy

AnE1 VY, & AnkEiproATEY

ﬂ,ﬁlzl]bl/\llbz — ﬂ,ﬂ'=¢1yﬂ,7'(|:¢2

A, E XY = AnrE Y

AnkEP U, & existen € Ntal que A " | ¢y, paratodom <n
se cumple que A, " | Y

A,nkEPRY, = paratodon € IN se tiene que, o bien A, " | ¢
o existe m < n tal que A, 1" | 1

A, EGY & paratodon € N se tiene A, " | ¢

A, = Fy & existen € N tal que A, " =

Figura 2.1: Semantica de la l6gica CTL".

2.2 Lalégica ecuacional de pertenencia

La légica ecuacional de pertenencia fue presentada por primera vez en Meseguer
(1998). Se trata de una versién muy expresiva de la 16gica ecuacional que no solo extiende
la l6gica ecuacional heterogénea (many-sorted, en inglés) sino también (algunas de las
versiones de) la légica ecuacional de tipos ordenados (order-sorted). En ocasiones nos
referiremos a ella simplemente como légica de pertenencia o como MEL, las siglas de su
nombre en inglés: membership equational Logic. Para un estudio detallado de la misma
referimos al lector, ademds de a la publicacién mencionada anteriormente, a Bouhoula
et al. (2000).

Una signatura en la l6gica de pertenencia es una terna (K, Z, S) (simplemente X en lo
que sigue), con K un conjunto de familias (en inglés, kinds), X una signatura indizada
por K, & = {Z, i}wiek-xk ¥ S = {Skkek una coleccién de conjuntos, disjuntos dos a dos,
indizados por K. A Sy se le llama el conjunto de tipos de la familia k. El par (K, X) es lo que
habitualmente se llama signatura heterogénea de simbolos de funciones; sin embargo,
nosotros llamamos familias a los elementos de K porque cada familia k tiene ahora un
conjunto S; de tipos asociados, que en los modelos se interpretan como subconjuntos
del conjunto soporte de la familia. La familia de un tipo s se denota con [s]. Como es
habitual (Ehrig y Mahr, 1985), escribimos Ty y Tz x(X) para denotar, respectivamente,
los conjuntos de X-términos cerrados (sin variables) de familia k y X-términos de familia
k sobre las variables X, donde X = {x; : ki, ...,x, : k;} es un conjunto de variables, cada



16 CAriTULO 2. PRELIMINARES

una asociada a una familia en K. En ocasiones se utilizard la notacién t(xy, ..., x;,) o t(¥)
para hacer explicito el conjunto de variables que aparecen en un término f.

Las férmulas atémicas de la 16gica de pertenencia son o bien ecuacionest = t’,donde t y
t’ son X-términos de la misma familia, o afirmaciones de pertenencia de la forma t : s, donde
el término t pertenece a una familia k y s pertenece a Si. Las sentencias son cldusulas de
Horn sobre estas férmulas atémicas, esto es, sentencias de la forma

(VX)Ag if A1 A ... A Ay,

donde cada A; es una ecuacién o una afirmacién de pertenencia y donde X es un conjunto
de variables con familias en K que contiene todas las variables en los A;. Segtn el con-
texto puede que también nos refiramos a estas sentencias como axiomas o simplemente
férmulas.

En la l6gica de pertenencia, las relaciones de subtipado y sobrecarga de operadores
no son més que una manera conveniente de escribir las correspondientes cldusulas de
Horn. Por ejemplo, suponiendo que Natural y Entero son tipos de la misma familia y que
se tiene un operador _ + _ : [Entero] [Entero] — [Entero] en la signatura, la declaracién
Natural < Entero es simplemente una notacién para la afirmaciéon de pertenencia (Vx :
[Entero]) x : Entero if x : Natural, y las declaraciones de operadores sobrecargados

_+ _: Natural Natural — Natural _+ _: Entero Entero — Entero
son légicamente equivalentes a

(Vx : [Entero],y : [Entero]) x + y : Natural if x : Natural A y : Natural
(Vx : [Entero], y : [Entero]) x + y : Entero if x : Entero A y : Entero.

Una teoria en MEL es un par (X, E), donde E es un conjunto de sentencias en légica
ecuacional de pertenencia sobre la signatura X. Escribiremos (X, E) + ¢, o simplemente
E + ¢ si la signatura X estd clara por el contexto, para denotar que la sentencia ¢ es
consecuencia légica de (X, E) en el sistema de prueba de Meseguer (1998) que se incluye
al final de esta seccién. Intuitivamente, los términos de una familia correctos o con buen
comportamiento son aquellos para los que se puede demostrar que tienen tipo, mientras
que los términos de error, o no definidos, pertenecen a una familia pero no tienen un
tipo asociado. Por ejemplo, si asumimos operadores de resta _ — _ y divisién _/_ con
declaraciones apropiadas, se tendria que 3 + 2 : Natural y 3 — 4 : Entero, pero 7/0 seria un
término de la familia [Racional] sin tipo.

Una X-dlgebra A consiste en un conjunto Ay para cada familia k € K, una funcién
Af 1 Ap X ... X Ay, — Ay para cada operador f € Yy, x y un subconjunto As C Ay
para cada tipo s € Si. Un dlgebra A y una valoracién o que asigne a cada variable x : k
en X un valor en Ay satisfacen una ecuacién (VX)t = t’ si y solo si o(t) = o(t'), donde
usamos la misma notacién ¢ para la valoracién y su extensién homomérfica a términos.
Escribimos A, 0 = (VX)t = t’ para denotar esta relaciéon. De manera anédloga, se cumple
que A,0  (VX)t:ssiysolosio(t) € As. Cuando la férmula ¢ es satisfecha por todas las
valoraciones o, escribimos A | ¢ y decimos que A es un modelo de ¢. Como es habitual,
también escribimos (X, E) F ¢ cuando todos los modelos del conjunto de sentencias E
satisfacen ¢.
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Una teoria (X, E) en lalégica de pertenencia tiene un modelo inicial Ty cuyos elemen-
tos son clases de E-equivalencia [t] de términos cerrados. En el modelo inicial, los tipos
se interpretan como los conjuntos més pequefios que satisfacen los axiomas de la teoria
y la igualdad se interpreta como la menor congruencia que satisface dichos axiomas.
Escribimos E Fj,g ¢ 0 E B ¢ cuando ¢ se satisfaga en el modelo inicial de E (Meseguer,
1998).

Un célculo de pruebas para MEL

Dada una teoria T = (X, E) en la légica de pertenencia, decimos que una sentencia ¢
es consecuencia logica de T siy solo si T + ¢ se puede obtener a través de la aplicaciéon
un numero finito de veces de las siguientes reglas de deduccién . En ocasiones, si T queda
clara por el contexto simplemente diremos que existe una derivacién de ¢.

1. Reflexividad. Para todo t € Tx(X),

Tr(¥X)t=t"
2. Simetria. Para todo ¢, ' € Tx(X),

Tr(VX)t=t

Tr(VX)t' =t~

3. Transitividad. Para todo ¢, ¢/, € Tx(X),

Tr(VX)t=t" TrHX)t'=t
TrNVX)t="t ‘

4. Congruencia. Para todo f : k;...k, — k en X y términos fy,...,1t,, tg,...,t;l con
ti/ t; € TZ,ki(X)/
Tr(VX)t1=t] ... T-(VX)t,=t,

Tr(X)f(t,... ta) = f(t], ..., 1))

5. Reemplazamiento. Para todo conjunto de variables Y, sustituciéon o : X — Tx(Y)
y axioma (VX)Agif Ai A...ANA, enE,

TrMY)o(A1)) ... Tr(Y)a(Ay)
T+ MY)a(Ao) ’
6. Pertenencia. Para todo t,u € Ty i(X) y s € S,

TrVX)t=u TrMX)u:s
TrHMX)t:s )
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7. Introduccién de implicacién. Para cada sentencia (VX) Ag if A1 A ... A A, sobre la
signatura de T, donde cada A; es una ecuacién o una afirmacién de pertenencia,
(E(X),EU{Ayq,..., Anl) F (Y0) Ag
I,E)r (VX)Agif Ay A...NA,

donde X(X) es la signatura © extendida con los elementos de X como constantes
nuevas adicionales.

La demostracion de la correccién y completitud de este cdlculo con respecto a la nocién
de satisfaccion de sentencias por X-algebras se puede encontrar en Meseguer (1998).

2.3 Lalégica de reescritura

Los sistemas concurrentes se axiomatizan en la l6gica de reescritura (en ocasiones rr,
de rewriting rogic) por medio de teorias de reescritura (Meseguer, 1992) de la forma R =
(X, E, R),donde (X, E) es una teoria ecuacional. La 16gica de reescritura estd parametrizada
por una légica ecuacional subyacente que nosotros vamos a instanciar con la légica de
pertenencia. El conjunto de estados del sistema queda entonces descrito por la teoria
(X, E) como el tipo de datos algebraicos T/ x asociado con el dlgebra inicial Ty /g de (X, E)
tras la elecciéon de una familia k de estados en L. Las transiciones del sistema quedan
axiomatizadas por las reglas de reescritura condicionales R, que tienen la forma

Ar(rXyt— it Api=agin Nwjisin Av—t,

i€l j€J leL

donde A es una etiqueta, p; = g; y w; : s; son férmulas atémicas en la 16gica de pertenencia
paracadai€ly j €],y para familias apropiadas ky k;, t,t € Ty x(X) y #, 1] € Ty x,(X) para
leL.

Esta descripcién difiere ligeramente de la original en Meseguer (1992) en que en
aquella las teorfas de reescritura venian dadas por 4-tuplas, con una componente adicional
para el conjunto de las etiquetas. A su vez, en la generalizaciéon presentada en Bruni y
Meseguer (2003) este conjunto no aparece explicitamente y en su lugar se introduce
una funcién que define operadores congelados. En esta tesis, puesto que no usaremos
los operadores congelados y las etiquetas desempefian un papel menor, hemos decidido
omitir la presentacién de los primeros e incluir las etiquetas como parte constituyente de
las reglas.

Un célculo de pruebas para rL

La légica de reescritura tiene reglas de deduccién para inferir todas las posibles
computaciones concurrentes en un sistema, en el sentido de que, dados dos estados
[u], [v] € Ty g podemos alcanzar [v] desde [u] mediante alguna, posiblemente compleja,
computacién concurrente si y solo si podemos demostrar que u — v en la 16gica; esta
demostrabilidad se denota mediante R + 1 — v. En particular podemos definir facil-

mente la relacion de R-reescritura en un paso, que es una relacioén binaria _);Qk sobre Ty
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que se cumple entre dos términos u,v € Ty si y solo si existe una demostracién en un
solo paso del secuente 1 — v, esto es, si existe una prueba en la que tan solo una regla
de reescritura ha sido aplicada a un tinico subtérmino (la definicién precisa aparece mds
abajo).

Nuestra formulacién de las reglas de deduccién para la l6gica de reescritura sigue el
esquema utilizado en Bruni y Meseguer (2003), que generaliza la original de Meseguer
(1992) mediante el uso de una regla explicita de E-igualdad para secuentes de reescritura
t — t’ en lugar de absorberla en secuentes de la forma [f] — [t] entre clases de
equivalencia.

Dada una teorfa de reescritura R = (X, E,R), decimos que un secuente t — ' es
consecuencia logica de R, y escribimos R + t — t/, si y solo sit — t’ se puede obtener
mediante la aplicacién un ndmero finito de veces de las siguientes reglas de deduccion:

1. Reflexividad. Para todo t € Tx(X),

VX)t—t°

2. Transitividad. Para todo ¢, t’, " € Tx(X),

vX)t—t' (YX)t' —t”
VX))t —t’ '

3. Congruencia. Para todo f : ki...k; — ken X y términos ty,...,t,, t&,...,t; con
ti/ t; € TZ,ki(X)/
VX))t —t] ... (VX)t, — 1,

VX) f(tr, ... ta) — f(t),... 1)

4. Reemplazamiento. Para todo conjunto de variables Y, sustituciéno : X — Tx(Y)y
regla de reescritura (VX)A : t — ' if Nigpi = qi A Njggwj:sj A e tr — £ enR,

X,E)- (VYY) o(pi) =0(q:) i€l (X, E) - (YY) a(wj) :sjjE]

(YY) o(t) — o(t) €L
YY) a(t) — o(t)

5. Igualdad. Para todo t,t', u, u’ € Tx(X),

CEFVX)t=u (SE VX =1 (YX)E— t
VX u — u’ )

A diferencia de lo que ocurria en el cdlculo de pruebas para mEeL, aqui la teoria de
reescritura no varia a lo largo de las reglas de derivacién por lo que, para simplificar la
notacion, no se ha hecho explicita.

Ahora podemos definir de forma precisa la relacion de R-reescritura en un paso. Se

; 1 ;e
tiene que u gy VSt
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e existe una derivacion de u — v con (Reemplazamiento) como tltima regla de
deduccién (las reescrituras que puedan aparecer en la condicién no se contabilizan
para el nimero de pasos), o

e existe una derivacién de u — v cuya ultima regla de deduccién es (Igualdad)
aplicada a un par de términos que ya se encontraban en la relacién —>% O bien si

e para algin f € Xy i i, se tiene que u = f(ty,...,ty) yov = f(t|,...,t,) y existe i tal
que t; _>;% . Hiytjes t} para todo j # i.

Esta relacion da lugar a otra (con el mismo nombre) —,, sobre clases de equivalencia

1
Rk
de términos en Ty g definiendo [u] _%%k [0] siy solo si u’ —>}.‘, r v’ para algtn u” € [u]
y v’ € [v]. Esto define un sistema de transiciones 7 (R)r = (Tz/Ex, (—>;z )°*), asociado a la
teorfa de reescritura R, para cada familia k € K.

Antes de terminar con este apartado hay que sefialar que la l6gica de reescritura
también tiene una teorfa de modelos, los cuales vienen dados por familias de categorias y
funtores, con una correspondiente nocién de satisfaccién con respecto a la cual el cdlculo
de pruebas es correcto y completo. La completitud se prueba mediante la construcciéon
de modelos libres. Para mds detalles referimos al lector a Meseguer (1992) y Meseguer
(1990Db); este ultimo informe contiene ideas y construcciones que hasta el momento no
han sido publicadas en ningtin otro lugar. Para la completitud de la l6gica de reescritura

en el caso en que la 16gica ecuacional subyacente es MEL, véase también Bruni y Meseguer
(2003).

Ejecutabilidad de las teorias de reescritura

Bajo supuestos razonables sobre E y R, las teorias de reescritura se pueden ejecutar. De
hecho, existen varias implementaciones del lenguaje de la 16gica de reescritura, entre las
que destacan CafeOB]J (Futatsugi y Diaconescu, 1998), ELAN (Borovansky et al., 2002) y
Maude (Clavel et al., 1996, 2002a, 2004a).

La cuestién de cuando una teoria de reescritura R es ejecutable estd estrechamenente
relacionada con el deseo de que tanto Tyt x como (_’%z .)° sean computables. Decimos que
R = (X, EU A, R) es ejecutable si:

1. existe un algoritmo de ajuste de patrones mddulo los axiomas ecuacionales A';

2. la teoria ecuacional (X, EUA) es Church-Rosser y terminante médulo A (sobre términos
cerrados) (Dershowitz y Jouannaud, 1990); y

3. las reglas R son coherentes (sobre términos cerrados) en el sentido de Viry (2002) en
relacién con las ecuaciones E moédulo A.

!Como se verd en la seccién 2.4, en el lenguaje Maude los axiomas A para los que el motor de reescritura
soporta ajuste de patrones médulo A son los axiomas de asociatividad, conmutatividad, identidad e idempotencia
para diferentes operadores binarios.
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Las condiciones (1) y (2) garantizan que Ty gy Sea un conjunto computable, puesto
que cada término cerrado t puede ser simplificado aplicando las ecuaciones en E de
izquierda a derecha médulo A hasta alcanzar una forma canénica canga(t) que es tnica
modulo los axiomas A. El problema de decidir la igualdad [u]pua = [v]rua se puede
reducir entonces al problema, decidible por (1), de ver si [cang/a(u)]a = [cang/a(v)]a. La
condicién (3) sobre la coherencia entre ecuaciones y reglas significa que para cada término
cerrado t, siempre que tengamos ¢ _);e u debemos ser capaces de encontrar cang;a(t) —>;€ v
tal que [cang/a(u)]a = [canga(0)]a.

Estas tres condiciones implican que (_>;€,k). es una relacién binaria computable sobre

Tx/Euak ya que podemos decidir si [t]rua —>${ [u]rua mediante la enumeracién del con-
junto finito de todas las R-reescrituras en un paso médulo A del término canga(t), y para
cualquiera de estas reescrituras, digamos v, podemos decidir si se tiene [cang/a(u)]a =
[canga(v)]a.

La coherencia se puede comprobar mediante técnicas de pares criticos similares a
las utilizadas para comprobar la confluencia de sistemas de reescritura y para realizar
la complecciéon de Knuth-Bendix; la teoria general se encuentra desarrollada en Viry
(2002). Intuitivamente, la idea consiste en establecer primero que E es Church-Rosser y
terminante médulo A y a continuacién comprobar la coherencia de los “pares criticos
relativos” (esto es, los solapamientos de subtérminos obtenidos mediante unificacién que
no sean variables) entre las ecuaciones en E y las reglas en R médulo los axiomas de A;
en la seccién 4.6 se presentan algunos ejemplos.

2.4 Maude

Como se apunt6 en la seccién anterior, Maude es un lenguaje de especificaciéon y
programacion de alto nivel que implementa la l6gica de reescritura, que comenzé a
desarrollarse a mediados de la década de los noventa (Clavel et al., 1996, 1998, 1999).
Maude ofrece soporte tanto para programacién funcional sobre l6gica ecuacional de
pertenencia, por medio de mddulos funcionales, como para la especificacién de sistemas
concurrentes y posiblemente no deterministas en légica de reescritura, por medio de
modulos de sistema. En la actualidad, Maude es un sistema estable que ha alcanzado la
madurez con la version 2.0 (Clavel et al., 2002a, 2004a).

Maude estd inspirado en la familia de lenguajes OB] (Goguen et al., 2000) y en par-
ticular en OBJ3 (Goguen et al., 1988), que puede considerarse en gran medida como
un sublenguaje de la parte funcional de Maude, aunque la légica de pertenencia que
implementa Maude es més expresiva que la l6gica de tipos ordenados de OB]J3.

Una prueba de la potencia y expresividad del lenguaje es Full Maude, desarrollado por
Duran (1999), que es una especificacion ejecutable que extiende Maude con operaciones
de médulos, escrita en el propio Maude. Entre otras caracteristicas ofrece soporte para
modulos orientados a objetos, médulos parametrizados y expresiones de médulos. En esta
tesis no se hace uso de Full Maude, por lo que nos limitamos a referir al lector a Clavel
et al. (2004a) para mas detalles.
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2.4.1 Moébdulos funcionales

Los médulos funcionales de Maude permiten ejecutar teorias (X, E U A) de la légica
ecuacional de pertenencia. Desde un punto de vista operacional se distingue entre A, que
es un conjunto de axiomas ecuacionales para algunos de los operadores de la signatura,
y E, que es un conjunto de ecuaciones que se considerardn siempre moédulo A. Para
que una teorfa tal sea ejecutable es necesario que E sea Church-Rosser y terminante
para términos cerrados médulo los axiomas en A. Ademds, las ecuaciones deben ser
admisibles, esto es, cualquier variable extra que no esté en vars(t) solo puede ser introducida
incrementalmente mediante “ecuaciones de ajuste” en la condicién de manera que todas
las variables queden instanciadas mediante ajuste de patrones.

La sintaxis de los médulos funcionales queda ilustrada en el siguiente ejemplo, en el
que se declaran ntimeros naturales (con nombre MyNat para distinguirlos de los naturales
predefinidos en Maude) y listas sobre ellos.

fmod NAT-LIST is
sorts MyNat List
subsort MyNat < List

op zero : -> MyNat [ctor]
op s : MyNat -> MyNat [ctor]

op _+'_ : MyNat MyNat -> MyNat
op nil : -> List [ctor]
op __ : List List -> List [ctor assoc id: nil]

vars N M : MyNat

eq N +’ zero = N .
eq N + s(M) s(N +> M)
endfm

Una vez introducido en el sistema, el médulo se puede utilizar para reducir cualquier
término utilizando sus ecuaciones por medio del comando reduce.

Maude> reduce s(zero) +’ s(zero)
result MyNat: s(s(zero))

Los tipos se declaran con la palabra reservada sort; no estd permitido declarar familias
explicitamente, pero una vez declarado un tipo s se puede utilizar la notacién [s] para
referirse a la familia correspondiente, cuyos tipos son todos los pertenecientes a la misma
componente conexa del tipo s generada por la relacién de inclusién de subtipos. Las
relaciones de subtipado, que como se coment6 en la seccién 2.2 no son mds que una
notacion para ciertos axiomas de pertenencia, se introducen con subsort; nétese que las
familias de los tipos que se relacionan quedan de esta manera identificadas.

Los simbolos de funcién, u operadores, se declaran utilizando op seguido del nombre
de la operacién y los tipos de sus argumentos y resultado. Aqui es importante sefialar
algunas cuestiones:
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1. Maude permite el uso de una sintaxis muy flexible, que puede ser no solo prefija sino
también infija e incluso vacia. En estos dos tltimos casos, los simbolos de subrayado
- indican la posicién de los argumentos y deben estar en correspondencia con la
aridad del operador.

2. Los operadores se pueden declarar junto con los atributos ecuacionales, llamados
A mas arriba. En el ejemplo, el operador de concatenacion de listas se ha declarado
asociativo (assoc) y con nil como elemento identidad (id:). Ademads de estos,
existen atributos de conmutatividad (comm), de idempotencia (idem) e identidad por
la izquierda y la derecha (left id:, right id:).

3. Ademas de los atributos ecuacionales se pueden declarar otros. En el ejemplo apa-
rece ctor, que se utiliza para sefialar aquellos operadores que funcionan como
constructores de un determinado tipo (de manera que todo término cerrado de ese
tipo es igual a uno con constructores). No tiene ningtn uso desde un punto de
vista operacional, pero en la seccion 2.5 veremos que el ITP los necesita para aplicar
induccién estructural y en cualquier caso resulta una buena practica metodolégica
el distinguir los constructores.

Las variables se pueden declarar precediéndolas con la palabra clave var o se pueden
utilizar directamente, simplemente escribiendo tras su nombre dos puntos y su tipo
(por ejemplo, N:MyNat). Los axiomas ecuacionales son entonces igualdades de términos
construidos con las variables y los operadores, introducidos con eq, o ceq en el caso de
axiomas condicionales. Los axiomas de pertenencia se escriben de modo andlogo pero
utilizando mb y cmb.

Un médulo funcional puede importar otros definidos con anterioridad de tres ma-
neras distintas, utilizando las palabras reservadas protecting, extending o including
(o sus abreviaciones pr, ex y inc) seguidas del nombre del médulo a importar. Cada
una de ellas impone restricciones seménticas diferentes sobre el médulo que se importa.
Informalmente, protecting exige que los tipos presentes en el médulo importado no
se alteren con la inclusién de nuevos elementos ni con la identificacién de elementos
que anteriormente eran distintos; extending permite la creacién de nuevos elementos
en un tipo, pero sigue sin permitir la identificacién de elementos distintos ya existentes;
including es la mas liberal de las tres y no impone ningtn tipo de restricciones. Las
restricciones se pueden encontrar desglosadas con precisién en Clavel et al. (2004a). El
sistema, sin embargo, no comprueba si estas restricciones realmente se satisfacen, por lo
que desde un punto de vista estrictamente operacional no existe ninguna diferencia entre
ellas.

2.4.2 Moébdulos de sistema

Los médulos de sistema son una extensiéon de los médulos funcionales que ademas
permiten la declaracién de reglas de reescritura. El conjunto de las ecuaciones en un
modulo de sistema tienen que seguir siendo Church-Rosser y terminante, pero estos
requisitos no se exigen de las reglas, a las que tan solo se pide que sean admisibles.
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Su sintaxis es la de los médulos funcionales excepto por su cabecera y cierre, que
utilizan las palabras reservadas mod y endm, y a las que se afiade rl y crl para introducir
reglas de reescritura. Por ejemplo, el siguiente médulo extiende NAT-LIST con una regla
de reescritura que, aplicada repetidamente a una lista, devuelve la suma de todos sus
elementos.

mod NAT-LIST-SUM is
protecting NAT-LIST .

rl N1:MyNat N2:MyNat L:List => (N1:MyNat +’ N2:MyNat) L:List .
endm

Para reescribir un término en un médulo de sistema utilizando las reglas junto con las
ecuaciones se utiliza la orden rewrite:

Maude> rewrite s(zero) zero s(s(zero))
result MyNat: s(s(s(zero)))

En este caso solo hay un posible resultado, pero en general habrd mds (o ninguno si
ninguna cadena de reescrituras termina), a pesar de lo cual rewrite tan solo devolvera un
resultado, en caso de terminacion.

Un médulo de sistema puede importar tanto médulos funcionales como de sistema
por medio de las palabras clave protecting, extending e including. Una introduccién
mediante juegos a la programacién basada en reglas utilizando los médulos de sistema
en Maude se puede encontrar en Palomino et al. (2004).

2.4.3 El metanivel

La implementacién de la capacidad reflexiva de la l6gica de reescritura se imple-
ment6 en Maude paralelamente a los estudios iniciales sobre la misma. Esta implemen-
tacion, de hecho, fue més alla del desarrollo teérico al ofrecer soporte para légicas, como
eran la légica de pertenencia y la l6gica de reescritura sobre ella, para las que no existian
demostraciones sobre su capacidad reflexiva.

En Maude 2.0 la reflexién esta soportada a través del médulo funcional META-LEVEL;
los términos se metarrepresentan como elementos del tipo Term, y los médulos fun-
cionales y de sistema como elementos de los tipos FModule y Module, respectivamente.
Para metarrepresentar las constantes y las variables se utilizan elementos del tipo Qid,
identificadores precedidos de un apéstrofo: las constantes contienen el nombre y el tipo
separados por un . mientras que en las variables se separa el nombre del tipo con :. Los
restantes términos se metarrepresentan con los siguientes operadores:

op _,_ : TermList TermList -> TermList [ctor assoc]
op _[_] : Qid TermList -> Term [ctor]

Por ejemplo, el término N:MyNat +’ zero de tipo MyNat se metarrepresenta mediante el
término ’_+’_[’N:MyNat, ’zero.MyNat] de tipo Term.
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La sintaxis para metarrepresentar médulos es practicamente la misma que la del nivel
objeto, utilizando la metarrepresentacion de los términos; para su exposicion detallada
nos referimos al manual de Maude (Clavel et al., 2004a) y aqui nos limitamos a ilustrarla
con el médulo NAT-LIST.

fmod ’NAT-LIST is
including ’'BOOL .
sorts ’'List ; ’MyNat .
subsort ’'MyNat < ’List .

op '_+’_ : ’MyNat 'MyNat -> ’'MyNat [none]
op '__ : ’List ’List -> ’List [assoc ctor id(’nil.List)]
op 'nil : nil -> ’List [ctor]

op ’s : 'MyNat -> ’MyNat [ctor]

op ’zero : nil -> ’MyNat [ctor]

none

eq '_+’_[’N:MyNat, ’zero.MyNat] = ’N:MyNat [none]

eq '_+'_[’N:MyNat,’s[’M:MyNat]] = ’s[’_+’_[’N:MyNat, ’M:MyNat]] [none]
endfm

Las reglas se representan de manera analoga a las ecuaciones. Noétese que, a diferencia de
la sintaxis del nivel objeto, los elementos en las distintas categorias (sorts, op, .. .) tienen
que aparecer agrupados y su ausencia explicitamente sefialada con none (o nil).

El médulo META-LEVEL contiene operaciones predefinidas para realizar de manera
eficiente computaciones al metanivel con médulos y términos, reduciéndolas a las corres-
pondientes operaciones al nivel objeto. En particular, dadas las metarrepresentaciones R
y t de un médulo R y un término ¢ respectivamente, metaReduce (R, 1) utiliza la misma
estrategia que reduce para devolver la metarrepresentacion del término que resulta de
aplicar las ecuaciones en R sobre t. De manera parecida, metaRewrite(R,,n) reifica
rewrite, donde 1 es el nimero de pasos de reescritura que se quieren aplicar. Ademads de
estas, existen otras operaciones (por ejemplo, para aplicar una tnica regla a un término o
realizar andlisis sintctico) que se pueden encontrar descritas en el manual.

2.4.4 El comprobador de modelos

A partir de su versién 2.0 Maude incluye un comprobador de modelos (model chec-
ker, en inglés), de estados explicitos, para la logica temporal lineal (Eker et al., 2002).
Dependiendo de cémo se ejecute Maude, el comprobador podria estar disponible ya
desde un principio, pero en cualquier caso siempre se puede activar cargando el fichero
model-checker.maude.

Dada una teoria de reescritura ejecutable especificada en Maude en un médulo My un
estado inicial, digamos que initial en una familia [State]y, podemos comprobar de
manera automdtica una propiedad cualquiera en LTL se satisface en dicho estado. Para
ello debemos definir un nuevo médulo que importe tanto M como el médulo predefinido
MODEL-CHECKER y que incluya la relaciéon de subtipado

subsort Statey < State .
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(Esta declaraciéon se puede omitir si se ha utilizado el nombre State para Statey; en
cualquier caso, nétese que como consecuencia se tiene la identificacién de las familias
[State] y [State]y.) A continuacién, ha de declararse la sintaxis de las proposiciones
atomicas que se satisfacen en cada estado, que llamaremos predicados de estado cuando
se apliquen a teorfas de reescritura. Ello se hace por medio de operadores de tipo Prop
(que no tienen por qué ser constantes) y su seméntica debe definirse mediante ecuaciones
que utilicen el operador de satisfaccién op _|=_ : State Prop -> Bool. Una vez que
la semantica de los predicados de estado ha sido definida y suponiendo que el conjunto
de estados alcanzables desde initial es finito, podemos utilizar el comprobador de
modelos con cualquier férmula phi en LTL sobre dichos predicados de estado invocando
en Maude el comando:

Maude> reduce modelCheck(initial, phi)

Enla seccion 4.1 se dard una descripciéon mds detallada de la manera en que se asocian
los predicados de estado a las teorias de reescritura para generar estructuras de Kripke.

Continuando con el ejemplo de las listas de naturales, vamos a ilustrar el uso del com-
probador de modelos especificando un predicado de estado que se satisfaga exactamente
por las listas con un tinico elemento.

mod NAT-LIST-CHECK is
including NAT-LIST-SUM .
including MODEL-CHECKER .
subsort List < State .

op singleton : -> Prop .

eq (N:MyNat |= singleton) = true .

eq (nil |= singleton) = false .
eq (N1:MyNat N2:MyNat L:List) |= singleton = false .
endm

Para el correcto funcionamiento del comprobador de modelos serfa suficiente con
especificar solo los casos positivos en los que una proposicién se cumple; sin embargo, en
los desarrollos teéricos de posteriores capitulos esto deja de ser cierto por lo que desde
ahora especificamos completamente todos los casos.

Ahora podemos comprobar que, dada por ejemplo la lista inicial

zero (s(zero) +’ s(s(zero))) s(zero),

eventualmente se ha de alcanzar una lista unitaria a partir de la tinica regla introducida
en NAT-LIST-SUM.

Maude> red modelCheck(zero (s(zero) +’ s(s(zero))) s(zero), <> singleton)

reduce in NAT-LIST-CHECK : modelCheck(zero (s(zero) +’ s(s(zero))) s(zero), <>
singleton)

result Bool: true
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La propiedad obviamente no es cierta para la lista vacia, por lo que para ella el
comprobador de modelos devuelve un contraejemplo que en este caso se limita a sefialar
que desde nil no se puede avanzar mas.

Maude> red modelCheck(nil, <> singleton)
reduce in NAT-LIST-CHECK : modelCheck(nil, <> singleton)
result ModelCheckResult: counterexample(nil, {nil,deadlock})

2.5 EIITP

El razonamiento mecénico sobre especificaciones en légica ecuacional de pertenencia
escritas en Maude esta soportado por un demostrador inductivo de teoremas, de caracter
experimental, llamado ITP (Inductive Theorem Prover). Este es un demostrador basa-
do en reescritura escrito en Maude y es en si mismo una especificaciéon ejecutable. Una
caracteristica fundamental del ITP es su disefio reflexivo, que permite la definicién de
estrategias de reescritura distintas de la que Maude aplica por defecto; actualmente esta
capacidad esta siendo utilizada para extender el ITP con procedimientos de decisién para
la aritmética lineal, listas y combinaciones de teorias (Clavel et al., 2004c). Desafortuna-
damente no existe atin un manual de uso del ITP y, aunque se puede encontrar alguna
informacién en Clavel (2000, 2001), la mejor referencia es directamente la pagina web
desde la que se puede descargar la herramienta (Clavel, 2004).

Aunque todavia en fase de desarrollo, el ITP ha alcanzado un grado aceptable de
estabilidad en las tltimas versiones (en las que el nombre ha sido cambiado por xITP).
Actualmente puede trabajar con cualquier médulo presente en la base de datos de Maude,
aunque no con aquellos introducidos en Full Maude; esta limitacion se pretende eliminar
en un futuro para soportar demostraciones sobre médulos parametrizados. La version
utilizada en esta tesis se hizo ptblica el 13 de abril de 2004; versiones mas recientes pueden
requerir ligeros cambios sintacticos en las pruebas.

Para ilustrar como se utiliza el ITP vamos a demostrar que la operacién _+’_ definida
en el médulo NAT-LIST de la seccién 2.4.1 es asociativa. Tras cargar el médulo que define
el ITP con la instruccién in xitp-tool.maude e inicializar su base de datos con la orden
loop init-itp .,lapropiedad se puede demostrar con los siguientes comandos escritos
entre paréntesis:

(goal associative : NAT-LIST |- A{N1:MyNat ; N2:MyNat ; N3:MyNat}
(((N1:MyNat +’ N2:MyNat) +’ N3:MyNat) =
(N1:MyNat +’ (N2:MyNat +’ N3:MyNat))) .)

(ind on N3:MyNat .)
(auto”* .)
(auto”* .)

Las tres primeras lineas introducen el objetivo deseado: associative es su nombre,
NAT-LIST el médulo sobre el que se quiere probar y el simbolo A (que representa V) precede
una lista de variables cuantificadas universalmente. Hay que sefialar que las variables
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siempre aparecen anotadas con sus tipos. Tras esto se intenta demostrar la propiedad
mediante induccién estructural sobre la tercera variable y el ITP genera el subobjetivo
correspondiente para cada operador con rango MyNat que haya sido declarado con el
atributo ctor; en este caso uno para el ntimero zero, que es

|- A{N1:MyNat ; N2:MyNat}
((N1:MyNat +’ N2:MyNat)+’ z = N1:MyNat +’ (N2:MyNat +’ z))

y otro para el constructor s (con la correspondiente hip6tesis de induccién):

|- A{VO#0:MyNat}
((A{N1:MyNat ; N2:MyNat}
((N1:MyNat +’ N2:MyNat)+’ VO#0:MyNat = N1:MyNat +’ (N2:MyNat +’ VO#0:MyNat)))
==>
(A{N1:MyNat ; N2:MyNat}
((N1:MyNat +’ N2:MyNat)+’ s(VO#0:MyNat) =
N1:MyNat +’ (N2:MyNat +’ s(VO#0:MyNat)))))

Finalmente, ambos casos se pueden demostrar automaticamente con la orden auto*
que transforma todas las variables en constantes nuevas y a continuacién reescribe los
términos a ambos lados de la ecuacién tanto como sea posible y comprueba si son iguales.



Capitulo 3

Reflexion

Presentamos en este capitulo el concepto de reflexiéon y damos una demostracién
detallada que muestra que la l6gica de pertenencia y la l16gica de reescritura en su versiéon
mas general son reflexivas. El concepto de reflexién, aunque estudiado y explotado en la
l6gica de reescritura de especial manera, ciertamente no es especifico de esta. En efecto,
el concepto de reflexién se puede expresar de manera que se aplique a légicas arbitrarias
(Clavel y Meseguer, 1996). Para poder hacerlo, sin embargo, es necesario definir antes
de manera precisa lo que se entiende por una ldgica. Esta tarea fue llevada a cabo en
Meseguer (1989), donde se propone la teoria de 16gicas generales como un marco muy
abstracto en el que l6gicas muy distintas pueden ser representadas y relacionadas entre
si. Comenzamos entonces presentando un breve resumen de los conceptos de esta teoria
necesarios para formalizar la idea de reflexién, antes de abordar la demostracién de la
propiedad en las légicas que nos interesan. Por tltimo avanzamos algunas ideas sobre
el uso de la reflexiéon para el razonamiento metalégico, extendiendo los principios de
razonamiento presentados en Basin et al. (2004) y mostrando cémo se pueden aplicar
para estudiar algunas relaciones semanticas entre teorias distintas expresadas en la l6gica
de pertenencia.

3.1 Reflexién en el marco de las 16gicas generales

Presentamos aqui de manera resumida los axiomas que caracterizan la nocién de
légica reflexiva (Clavel y Meseguer, 1996). En primer lugar introducimos las nociones de
sintaxis y sistema de derivacion, que son utilizadas en la axiomatizacién; esta tltima puede
considerarse como una idea “hermana” del concepto de instituciéon de Goguen y Burstall
(1992), correspondiente al &mbito de la sintaxis en lugar de al de la semdntica. Estas nocio-
nes se definen utilizando el lenguaje de la teoria de categorias, pero no requieren ningtin
conocimiento de esta teoria matemdtica mas alld de las nociones bdsicas de categoria y
funtor.

Sintaxis. La sintaxis tipicamente viene dada por una signatura ¥ que proporciona una
gramatica sobre la que construir sentencias. Para la l6gica de primer orden, por ejemplo,

29
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las signaturas consisten de un conjunto de simbolos de funcién y un conjunto de simbolos
de predicados, cada uno con un ntimero determinado de argumentos, que se utilizan para
construir las sentencias. Nosotros suponemos que para cada légica existe una categoria
Sign de signaturas posibles para ella y un funtor sen : Sign — Set que asigna a cada
signatura X el conjunto sen(X) de todas sus sentencias. Al par (Sign,sen) lo llamamos
sintaxis.

Sistemas de derivacién. Dada unasignatura X en Sign, la derivabilidad (también llamada
deducibilidad) de una sentencia ¢ € sen(X) a partir de un conjunto de axiomas I' C sen(X) es
unarelaciéonI +x @ que se cumple siy solo si podemos demostrar ¢ a partir de los axiomas
I' utilizando las reglas de la l6gica. Esta relacion es siempre relativa a una signatura.

En lo que sigue, |C| denota la coleccién de objetos de una categoria C.

Definicién 3.1 Un sistema de derivacion es una terna & = (Sign, sen, +-) tal que
e (Sign, sen) es una sintaxis,

® +es una funcién que asocia a cada ©. € |Sign| una relacion binaria by C P(sen(X)) X sen(X),
llamada X-derivacion, que satisface las siguientes propiedades:

1. reflexividad: para todo ¢ € sen(X), {p} Fx @,

2. monotonia: si I' +y @ y I" D T entonces I +x ¢,

3. transitividad: si ' by, @ para todo o € AyT' UA rx ¢, entonces I Fx ¢,
4.

F-traduccién: si I' +y ¢, entonces para todo H : ¥ — Y’ en Sign tenemos
sen(H)(T') rxr sen(H)(p).

La relacién de derivacién + induce una funcién que lleva cada conjunto de sentencias I
al conjunto I'* = {p | ' + ¢}. Llamamos a I'* el conjunto de teoremas demostrables a partir
deT.

Definicién 3.2 Dado un sistema de derivacion &, su categoria Th de teorias tiene como objetos
los pares T = (X, T) con X una signatura y I' C sen(X). Un morfismo de teorfas H : (L, I') —
(X', I") es un morfismo de signaturas H : © — X' tal que si ¢ € I, entonces I’ Fys sen(H)(¢).

Noétese que el funtor sen se puede extender a un funtor sen : Th — Set sin més que
definir sen(X, ') = sen(X).

3.1.1 Légicas reflexivas

Una logica reflexiva es una légica en la que aspectos importantes de su metateoria
pueden ser representados al nivel objeto de manera consistente, de manera que esta re-
presentacion simula correctamente los aspectos metateéricos relevantes. Dos nociones
metatedricas que pueden ser reflejadas son las nociones de teoria y la relacién de deri-
vacién . Para capturar formalmente esta idea utilizamos la nocién de teoria universal,
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teniendo en cuenta que la universalidad puede no ser absoluta sino tan solo relativa a
una clase C de teorias representables.

Normalmente, para que una teoria sea representable al nivel objeto debe tener una
descripcién finitaria de alguna manera—digamos, siendo recursivamente enumerable—
para que pueda ser representada como un fragmento de lenguaje. En la terminologia del
enfoque axiomdtico de la computabilidad de Shoenfield (1971), deberiamos exigir que
las teorias T en C sean objetos finitos; en las propias palabras de Shoenfield, “object(s)
which can be specified by a finite amount of information”, esto es, objetos que pueden
ser especificados con una cantidad finita de informacién. A su vez, la clase de teorias C
deberia ser un espacio, una clase X de objetos finitos tales que, dado un objeto finito x,
podemos decidir si x pertenece a X o no. Los informaticos llaman habitualmente a tales
objetos finitos estructuras de datos y a tales espacios tipos de datos. Naturalmente, en 16gicas
finitarias tipicas, si la signatura de una teoria T es un objeto finito el conjunto sen(T) de sus
sentencias también es un espacio en el sentido de mds arriba; esto es, tales sentencias son
objetos finitos y podemos determinar de manera efectiva cudndo son sentencias legales
en T. Dados espacios X e Y, la nocién de Shoenfield de funcion recursiva f : X — Y es
entonces una funcion (total) que puede ser computada por un algoritmo, es decir, por un
programa de ordenador cuando no tenemos en cuenta limitaciones de espacio ni tiempo.

Definicién 3.3 Dado un sistema de derivacién & y un conjunto de teorias C C |Thl|, una teoria
U es C-universal si existe una funcion

ko U{T} X sen(T) — sen(U),
TeC

llamada funcién de representacion, tal que para toda teorin T € C y ¢ € sen(T),
Tre < UrTtre

Si, ademds, U € C, el sistema de derivacion & recibe el nombre de C-reflexivo.
Para tener en cuenta cuestiones de computabilidad, debemos exigir también que la funcion

de representacion _+ _ sea recursiva'. Por tiltimo, para descartar representaciones que no sean
fidedignas exigimos que la funcién sea inyectiva.

Hay que sefialar que en un sistema de derivacién reflexivo, como la propia teoria
U es representable, la representacién se puede iterar de manera que inmediatamente
obtenemos una “torre reflexiva”:

Tre — UrTrep <— UrUrTrg

Nosotros vamos a trabajar con lo que llamamos teorias finitamente presentables, que son
aquellas cuya signatura y conjunto de sentencias son finitos. Nuestros argumentos tam-
bién se aplican de manera mds general a teorias que, sin ser finitas, tienen una descripcién
que si lo es; sin embargo, las codificaciones que resultan en este caso son enrevesadas y
no resultan de utilidad ni en Maude ni para el razonamiento metalégico.

!Notese que, bajo las suposiciones de efectividad mencionadas con anterioridad, Urcc{T} X sen(T) es un
espacio, ya que sus elementos deben ser pares de elementos finitos de la forma (T, ¢), donde podemos decidir
en primer lugar si T estd en el espacio C y a continuacién si ¢ esta en el espacio sen(T).
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3.2 Reflexién en la l6gica de pertenencia

3.2.1 Ajustes en la presentacion de la l6gica de pertenencia

Antes de pasar a la demostracién de la propiedad de reflexién para la l6gica de
pertenencia vamos a realizar una serie de pequefias asunciones y cambios técnicos con
respecto a la presentacion dada en la seccién 2.2. Estas modificaciones no alteran en
ningtn modo fundamental el cardcter de la 16gica, pero ayudan a que la prueba resulte
mas simple.

En primer lugar, para simplificar la definiciéon de la teorfa universal para la l6gica de
pertenencia, en lo que sigue trabajaremos con teorias con familias no vacias, esto es, existe al
menos un término cerrado para cada familia. Esta es una restricciéon relativamente menor
que facilita el desarrollo de las secciones posteriores y no tiene ninguna influencia en el
resto de la tesis, y que evita las conocidas complicaciones con la cuantificacién en la 16gica
ecuacional heterogénea (Goguen y Meseguer, 1985). Por lo tanto, desde ahora hasta que
terminemos la demostraciéon omitiremos los cuantificadores en todas las sentencias ya
que no son necesarios bajo esta hipoétesis.

Normalmente denotamos las signaturas en la 16gica de pertenencia por su conjunto
de operadores X.. Aqui, sin embargo, habra ocasiones en las que serd necesario distinguir
entre la signatura completa y sus operadores por lo que utilizaremos la letra QO para
referirnos a la primera y mantendremos X para los segundos.

Las sustituciones se presentaron en la secciéon 2.2 como funciones que aplican variables
en términos. Aunque conceptualmente esta es la definicién correcta, por razones técnicas
nosotros preferimos definir aqui las sustituciones como un caso especial de listas de pares
de variables y términos. Dada una signatura X y un conjunto de variables X = {x :
ki, ..., xn : ky}, definimos Sx xy como el conjunto de sustituciones

Sex) ={(x1 = wi, ..., x> wy) | x; # xjsii# j,yx; y w; son de la misma familia} .

Dado un término ¢ y una sustituciéon ¢ = (x; = wy, ..., X, = wy), denotamos mediante
o(t) el término (w1 /xy,...,wy/x,) obtenido a partir de ¢ sustituyendo simultdneamente
cadaw; porx;,i=1,...,n.

A continuacién presentamos nuestra nocién de contextos y la correspondiente nota-
cién que utilizaremos. Dada una signatura £ = (K, Z, S), un conjunto de variables X, cada
una asociada a una familia en K, y un conjunto K-indizado de constantes nuevas {i}ick,
un contexto es un término Ck en Tyupec (X) que contiene exactamente un subtérmino ,
llamado su “agujero”, para una familia k € K. Definimos C§.(X) como el conjunto de todos
los contextos. Dado un contexto C* y un término t € Ty (X) en la familia k, Ck[t] € Tx(X) es
el término que resulta de reemplazar el “agujero” 1 en C* por t. Cuando no sea necesario
omitiremos mencionar la familia del “agujero” en el contexto.

Por ultimo, el cdlculo de pruebas que utilizaremos en este capitulo es ligeramente
distinto, pero equivalente y mds simple para nuestros prépositos, al original de Meseguer
(1998) presentado en la seccién 2.2. Esta version elimina la regla (Congruencia), que pasa
a tenerse en cuenta en la siguiente versiéon modificada de la regla de (Reemplazamiento).
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e Reemplazamiento. Para cada ecuacién t = t' if C,; A Cgy en E, con t, t’ en la familia
k, cc:ntexto Ck e CL(X) y sustitucién o, donde Cpp = (U1 @ 51 A ... Auj @ s))y
Ceg = (01 =0] AL AT =),

Tro(i):sy -+ Tro(u):s; Tro(v)=0@]) - Tro(v)=o0(v)

T+ Clo(t)] = Clo(t)]

De manera anédloga, para cada axioma de pertenencia t : sif C, A Coy en E y
sustitucion o, donde C,;, y Ceq sON como antes,

Tro(ui):sy -+ Tro(u):s; Tro()=0@]) -+ Tro(vy)=o0(v)
Tro(t):s ’

3.2.2 Una teoria universal para MEL

Comenzamos ahora a presentar la teoria universal Uy, y la funciéon de representacion
_F _ que codifica pares formados por una teoria y una sentencia sobre su signatura por
medio de una sentencia en Uy;.. Enlo que sigue solo trabajaremos con teorias finitamente
presentables en MEL.

La signatura de Uy,

La signatura de la teoria Uyg;, contiene constructores para representar términos, con-
textos, sustituciones, familias, tipos, signaturas, axiomas y teorias. Para mejorar la legibi-
lidad presentamos la signatura de Uy, como una especificacion de Maude; como Maude
soporta sintaxis “misfija” (misfix syntax) definida por el usuario, podemos asi especificar
un operador en su forma maés legible. En lo que sigue tan solo enumeramos los opera-
dores de la signatura; las familias son aquellas que aparezcan en alguna declaraciéon de
operadores y no se utilizan tipos sino solo familias.

Los principales operadores en Uyg;, son los siguientes. En primer lugar, la signatura
de Uyg,, contiene un pequefio subconjunto de los operadores booleanos basicos.

op true : -> [Bool]
op false : -> [Bool]
op _and_ : [Bool] [Bool] -> [Bool]
op _or_ : [Bool] [Bool] -> [Bool]

Para representar los simbolos que aparecen en una teoria de la 16gica de pertenencia
utilizaremos listas de caracteres ASCII precedidos de un apéstrofo, construidas con los
constructores nilMy consM. Tenemos también dos predicados de igualdad que devuelven
true si dos caracteres o dos listas son sintdcticamente iguales y false en caso contrario.

ops ’a ’b ’c ... : -> [ASCII]

op equalASCII : [ASCII] [ASCII] -> [Bool]
op nilM : -> [MetaExpl]

op consM : [ASCII] [MetaExp] -> [MetaExp]
op equalM : [MetaExp] [MetaExp] -> [Bool]
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Para representar familias y listas de familias:

op k : [MetaExp] -> [Kind]
op nilK : -> [KindList]
op consK : [Kind] [KindList] -> [KindList]

Variables, términos arbitrarios y listas de términos:

op v : [MetaExp] [Kind] -> [Term]

op _[_] : [MetaExp] [TermList] -> [Term]

op nilTL : -> [TermList]

op consTL : [Term] [TermList] -> [TermList]

Notese que la familia de una variable se metarrepresenta junto con su nombre. Durante el
resto de la demostracién, como la metarrepresentacién hace uso tanto del nombre x como
de la familia k, también nos referiremos a las variables al nivel objeto como pares x : k.

Por ejemplo, el término x : [Nat] + (y : [Nat] — 0) se metarrepresenta en Uy, como:

consM(’_,consM(’+,consM(’_,nilM)))
[consTL(v(’x,k(consM(’N,consM(’a,consM(’t,nilM))))),
consTL(consM(’_,consM(’-,consM(’_,nilM)))
[consTL(v(’'y,k(consM(’N,consM(’a,consM(’t,nilM))))),
consTL(C’O[nilTL],nilTL))],nilTL))]

Los tipos y operadores se representan utilizando

op s : [MetaExp] [Kind] -> [Sort]
op _:_->_ : [MetaExp] [KindList] [Kind] -> [Operator]

Las sustituciones se representan con los siguientes constructores, donde ‘-’ representa
la sustitucién vacia que no asigna ningtn término a ninguna variable y por tanto acttia
como la identidad sobre términos.

op - : -> [Substitution]
op v(_,_)->_ : [MetaExp] [Kind] [Term] -> [Assignment]
op consS : [Assignment] [Substitution] -> [Substitution]

Para los contextos tenemos los siguientes constructores:

op * : -> [Context]

op _[_] : [MetaExp] [CTermList] -> [Context]

op consCTL1 : [Context] [TermList] -> [CTermList]
op consCTL2 : [Term] [CTermList] -> [CTermList]

La familia [CTermList] se introduce para representar listas de términos tales que solo
haya un “agujero” entre todos, esto es, solo uno de los términos es un contexto. Debido
a esto existen dos operadores cons diferentes para construir estas listas: uno para afiadir
términos arbitrarios por la izquierda y otro para afiadir un contexto cuando todavia no
hay ninguno. Por ejemplo, el contexto 0 + (1 — x : [Nat]) se metarrepresenta como:
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consM(’_,consM(’+,consM(’_,nilM)))
[consCTL2(’®[nilTL],
consCTL1(consM(’_,consM(’-,consM(’_,nilM)))

[consCTL1(*,
consTL(v(’x,k(consM(’N,consM(’a,consM(’t,nilM))))),
nilTL))1],

nilTL))]

Para representar ecuaciones y axiomas de pertenencia (posiblemente condicionales),
la signatura de Uyg;, incluye los constructores

op _=_ : [Term] [Term] -> [Atom]

op _:_ : [Term] [Sort] -> [Atom]

op none : -> [Condition]

op _/\_ : [Atom] [Condition] -> [Condition]

op _if_: [Atom] [Condition] -> [Axiom]

donde la constante none se utiliza para representar la ausencia de condiciones. Los cons-
tructores

op (_,_,_) : [KindSet] [OperatorSet] [SortSet] -> [Signature]
op (_,_) : [Signature] [AxiomSet] -> [MelTheory]

son los que se utilizan para representar signaturas y teorfas, respectivamente. Finalmente,
la signatura de Uyg,;, contiene el operador booleano

op _|-_ : [MelTheory] [Axiom] -> [Bool]

pararepresentar la derivaciéon de sentencias en una teoria dada en la l6gica de pertenencia;
los axiomas principales de Uyg:, incluidos los de la figura 3.1 en la pagina 44, definen el
comportamiento de estos dos operadores.

Ademas, la signatura de Uy, contiene constructores para conjuntos de familias, de
axiomas, de tipos, de variables y de operadores.

op emptyK : -> [KindSet]

op unionK : [Kind] [KindSet] -> [KindSet]

op emptyA : -> [AxiomSet]

op unionA : [Axiom] [AxiomSet] -> [AxiomSet]

op emptyS : -> [SortSet]

op unionS : [Sort] [SortSet] -> [SortSet]

op emptyV : -> [VarSet]

op unionV : [Term] [VarSet] -> [VarSet]

op emptyOp -> [OperatorSet]

op unionOp : [Operator] [OperatorSet] -> [OperatorSet]

Notese que un nombre més apropiado para [VarSet] seria [TermSet] puesto que los
constructores permiten construir conjuntos de términos arbitrarios. Sin embargo nosotros
solo utilizaremos conjuntos de variables y creemos que este nombre resulta mds intuitivo
en algunas declaraciones.

En la signatura de Uy, se incluye también:
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op
op
op
op
op
op
op
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un operador booleano parse para decidir si un término estd bien formado con
respecto a una signatura;

un operador vars para extraer las variables que aparecen en una sentencia;

un operador addVarAsCnst para extender una signatura afiadiendo algunas varia-
bles como nuevas constantes;

un operador makeGround que transforma las variables de un término en constantes
con el mismo nombre;

un operador addEq que tiene como argumentos un conjunto de axiomas y una
condicién, y afiade al conjunto las férmulas atémicas que aparecen en esta tltima; y

operadores applyC y applyS para aplicar un contexto y una sustitucion respectiva-
mente a un término.

parse : [Term] [Signature] -> [Bool]

vars : [Axiom] -> [VarSet]

addVarAsCnst : [Signature] [VarSet] -> [Signature]
makeGround : [Term] -> [Term]

addEq : [AxiomSet] [Condition] -> [AxiomSet]
applyC : [Context] [Term] -> [Term]

applyC : [CTermList] [Term] -> [TermList]

applyS : [Substitution] [Term] -> [Term]

applyS : [Substitution] [TermList] -> [TermList]

Por dltimo, los operadores

op
op

satisfyC : [MelTheory] [Condition] [Substitution] -> [Bool]
satisfyA : [MelTheory] [Atom] [Substitution] -> [Bool]

se utilizan para decidir, dadas las representaciones de una teoria T, de una condicién C y
de una sustitucién o, si todas las férmulas atémicas en o(C) se pueden derivar en T.

Hay algunos otros operadores auxiliares que se irdn introduciendo en las siguientes
secciones seglin se vayan necesitando.

La funcién de representacién

A continuacién definimos la funcién de representacion _ + _. Para toda teoria T en la
l6gica de pertenencia y sentencia ¢ sobre la signatura de T,

Tro= (Y_“I—q_b) = true,

donde (_) es una funcién definida recursivamente de la siguiente manera:

1.

Para una teoria,

(Q,E) £ (Q,E).
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2.

10.

Para un conjunto de sentencias,

{p1,...,¢n} =unionA(@q, ... ,unionA(¢,,emptyA) ...

Para una fé6rmula atémica,

~

-
I
—
<
11>
~~1
1
=
—
95
11>
~~1
n

y

. Para una conjuncién de férmulas atémicas,

ATANAI A ANA 2 AL /N(A2 /N ... /\ (A, /\none)...).

Para una sentencia,

Agif AT A ... ANA, 2 AgifAIA...NA,.

Para una lista no vacia de caracteres ASCII,

(a1,...,a,) = consM(’aq,...,consM(’a,,nilM)...

Para una variable x de la familia k,

Para una lista de términos,

(t1,...,t,) % consTL(ty, . ..,consTL(f,,nilTL). ..

Para una sustitucién,

x1: ki wy, ., x, ky o w,

consS(v(x_l,H) -> wi,...,consS(v(x,, E) -> Wy,-)...

37

Y andlogamente para el resto de elementos: contextos, signaturas y conjuntos de familias,
de tipos y de operadores.

Noétese que, tal y como estdn escritas, algunas definiciones por el momento son am-
biguas. Por ejemplo, en el punto (2), dependiendo de cémo ordenemos los elementos
del conjunto podemos obtener una metarrepresentacion u otra. Este problema desapa-
recerd en la siguiente seccién una vez que demos ecuaciones apropiadas para todos los
constructores de conjuntos.
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Los axiomas de Uy,

Definimos ahora los axiomas de Uy, que incluyen ecuaciones que corresponden a
las reglas de inferencia de MEL junto con ecuaciones que definen los operadores introdu-
cidos con anterioridad: parse, vars, satisfyC, ... Para facilitar la comprensién de estas
ecuaciones, reemplazamos la notacién habitual para variables por la correspondiente re-
presentacién de las entidades que se van a colocar en tal posicién. Por ejemplo, Q es una
variable normal pero la notacién sugiere que los términos que tal variable ajustara seran
normalmente representaciones de signaturas.

En lo que sigue, asumimos una teoria T = (€, E) finitamente presentable en la l6gica
de pertenencia, donde Q = (K, %, S).

Empezamos con las ecuaciones obvias para los operadores booleanos:

eq true and B = B .

eq false and B = false .
eq true or B = true .
eq false or B =B .

A continuacion, las ecuaciones para los constructores de conjuntos; para conjuntos de
axiomas:

eq unionA(p, unionA(E,E)) = unionA(E, unionA(@,IE))
eq unionA(p, unionA(@,A_S)) = unionA(@,A_S)

y de forma andloga para familias, tipos, variables y operadores, y para el operador _/\_
que construye condiciones:

eq @ ¥ /\ Cond) = ¢
eq ¢ %) % Cond .

/ \ (p /\ Cond)
/\ Cond) = \

\ ( /
\ ( /

En particular, se tiene el siguiente resultado, con el que la definiciéon (2) anterior deja
de ser ambigua.

Proposicién 3.1 Para todo conjunto E de sentencias y ¢ € E,
Ume FE = union(¢p,E\ {p}).

A lo largo de esta seccién van a aparecer bastantes resultados auxiliares como este.
Sus demostraciones suelen ser inmediatas por induccién estructural, pero tediosas, por
lo que no se daran excepto en aquellos casos que requieran alguna explicacién adicional.

Para definir el predicado de igualdad para los caracteres ASCII simplemente tenemos
que considerar todos los posibles casos:

eq equalASCII(’a, ’a) true .
eq equalASCII(’a, ’'b) false .
eq equalASCII(’a, 'c) = false .
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y su extension a listas de caracteres es inmediata:

eq equalM(nilM, nilM) = true .

eq equalM(nilM, consM(c,cl)) = false .

eq equalM(consM(c,cl), nilM) = false .

eq equalM(consM(c,cl), consM(c’,cl’)) = equalASCII(c,c’) and equalM(cl,cl’)

En realidad, también necesitaremos un predicado de igualdad para familias, cuya defini-
cién no ofrece ahora ningtin problema:

op equalK : [Kind] [Kind] -> [Bool]
eq equalK(k(cD, k(")) = equalM(cl,cl’)

Se demuestra entonces por induccién estructural sobre términos que:

Proposicion 3.2 Para cualesquiera términos w,w’ en Uyg pertenecientes, respectivamente, a
las familias [ASCII], [MetaExp]y [Kind], y para f iqual, respectivamente, a equalASCII, equalM
y equalk:

o wy w’ son iguales sintdcticamente si y solo si Uy, F f(w,w’) = true, que a su vez es
equivalente @ Uy, Fw = w', y

e wy w son sintdcticamente diferentes si y solo si Uy + f(w,w’) = false, que a su vez
es equivalente a Uy, ¥ w = w'.

Demostracién. Basta con observar que los constructores son libres (no se han dado, ni
se dardn en el resto de la seccién, ecuaciones entre términos de estas familias) y que los
predicados de igualdad solo igualan términos construidos de la misma forma. O

A continuacién presentamos las ecuaciones que definen la aplicacién de contextos y
sustituciones a términos. Primero los contextos:

eq applyC(*,t) = E_ - - _
eq applyC(f[ctl]l, £) = flapplyC(ctl,t)]

eq applyC(consCTLl(?,tl), 52 = consTL(a_QplyC(E,f)_,ﬁ_)
eq applyC(consCTL2(t ,ctl), t) = consTL(t ,applyC(ctl,t))

Proposicién 3.3 Para todo término t € Tx(X) y contexto C € Cy., se tiene que
Unier + applyC(C,H) = C[t].

Las ecuaciones que definen la aplicacién de una sustituciéon a un término dado son
similares.
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eq applyS(-,0) =t . B _

eq applyS(consS(v(x,k)-> w,0), v(x,k)) = w .

ceq applyS(consS(v(E',lzl)» w,5), v(T, k) = applyS(o, v (T, k)
if equalM(x,x) and equalK(E,_E’) = false .

eq applyS(o, f[t]) = flapplyS(o,tD]

eq applyS(o, nilTL) = nilTL . _ _
eq applyS(o, consTL(t,t)) = consTL(applyS(c,t), applyS(oc,tD) .

Proposicién 3.4 Para todo término t € Tx(X) y sustitucion o, se tiene que

U F applyS(@, 1) = o(t).

Para comprobar si un término estd bien formado introducimos dos operadores auxi-
liares y las siguientes ecuaciones:

op parse : [Term] [Signature] [Kind] -> [Bool]
op parse : [TermList] [Signature] [KindList] -> [Bool]

ceq parie(f,(K,z,gz)_z true L
if K = unionK(k,K) /\ parse(t, (K, X,5),k) = true .

eq parse(v(x, k), Q, _k)_: true .
ceq parse(f[t], (K,Z,S), k) = true
if T = unionOp(f : kI -> k, L) /\ parse(t/, (K,Z,S), kDD = true .

eq parse(nilTL, Q_, nilk) = true . _
ceq parse(con_sTL_(t, th, Q, consk(k, kI)) = true
if parse(t, Q, k) = true /\ parse(tl, Q, k) = true .

La siguiente proposiciéon es entonces una consecuencia inmediata.

Proposicién 3.5 Para todo término t € Tx(X),
UL F parse(f,ﬁ) = true.

Ademds, para todo término w en Uy, perteneciente a la familia [Term] se cumple que si
Uper F parse(w,ﬁ) = true,

entonces existe un término t € Tx(X) tal que Uy, F w = t.

Demostracién. La primera parte es inmediata por induccién estructural sobre t. En la
segunda, que es bastante mds tediosa, nétese que no podemos concluir que w es t debido
a los operadores applyC y applys. O

El operador auxiliar satisfyC comprueba si una condicién se cumple en una teoria
bajo una sustituciéon dada. Las ecuaciones simplemente iteran sobre todas las férmulas
atomicas en la condicién y dejan a (_| -_) el trabajo de comprobar si se satisfacen.
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eq satlsfyC(T none, o) = true .
eq satisfyC(T, A /\ C o) = satlsfyA(T A o) and satlsfyC(T C o) .

eq satisfyA(fz ¥ 0) = (T I—applyS(a,t) applyS(a,t) if none) .
eq satisfyA(T,t : §, o) = (TI—applyS(a,t) s if none) .

Proposicién 3.6 Para cualesquiera formulas atémicas Ay, ..., A, y sustitucion o, son equiva-
lentes:

1. Uy F T F 0(A;) para cada i; esto es, para cada A; de la forma t; = t,
Uner F (T | ‘@ZTE{) if none) = true,
y para cada A; de la forma t; : s;,
Umer F (Y_“ I—E :5; if none) = true.

2. Se cumple que
Uz F satisfyC(T,Al A...NA,,0) = true.

Demostracion. Se demuestra facilmente por induccién sobre 1 que (2) es equivalente a:
para cada A; de la forma t; = tz'. ,

Uwmzr F (T |- applyS(a,t) = applyS (E,t_i/) if none) = true,
y para cada A; de la forma t; : s;,
Ume F (T |- applyS(G,£) : 5; if none) = true.

El resultado se sigue ahora de la proposicién 3.4. O

Por dltimo damos las ecuaciones que especifican los operadores auxiliares vars, addEq,
addVarAsCnst y makeGround. Para definir vars necesitamos un operador uniteV que
compute la unién de dos conjuntos de variables, asi como operadores auxiliares que
calculen las variables en férmulas atémicas, condiciones, términos y listas de términos.

op uniteV : [VarSet] [VarSet] -> [VarSet] .
eq uniteV(emptyV, VS_): VS o
eq uniteV(unionV(V,VS), VS) = unionV(V, uniteV(VS,VS)) .

op vars : [Atom] -> [VarSet]
op vars : [Condition] -> [VarSet]
op vars : [Term] -> [VarSet]
op vars : [TermList] -> [VarSet]

eq vars(z if E) = uniteV(vars(zE), vars(?)) .
eq vars(A /\ C) = uniteV(vars(A), vars(O)) .
eq vars(none) = emptyV .
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eq vars(f = f’) = uniteV(vars(t), vars(f,))

eq vars(f_ 1 5) = vars(i)

eq vars(f[tl]1) = vars(tD

eq vars(v(x,k)) = uniteV(v(x, k), emptyV)

eq vars(nilTL) = emptyV . _
eq vars(consTL(f, t)) = uniteV(vars(?), vars()

Proposicién 3.7 Si X es el conjunto de variables que aparecen en la sentencia ¢, entonces
Umgr F vars(@) = X.
La especificacion de addEq, en cambio, es inmediata.

eq adqu(E, none) = E . _ o
eq addEq(E, A /\ C) = unionA(A, addEq(E,C))

Proposicién 3.8 Dado un conjunto de ecuaciones E y una conjuncion de formulas atémicas
Al FANPIRAN A?’l/

Umpe F addEQ(E, A1 A ... AA) =EU{A,..., A,

Como las variables se metarrepresentan junto con su familia, afiadirlas como constan-
tes a una signatura consiste en poco més que sustituir el constructor v por _: _->_y unionV
por unionOp.

eq addVarAanst(ﬁ_, eﬂptxv) =Q . .
eq addVarAsCnst((K, X, S), unionV(v(x,k), VS)) =
addvVarAsCnst((K, unionOp(x : nilK -> k,X), S), VS)

Proposicion 3.9 Si Q(X) es la signatura que resulta de afiadir un conjunto finito de variables X
a la signatura € como constantes,

UL F addVarAanst(ﬁ,)_() = Q((X).

Al nivel objeto no existe ninguna diferencia en la manera como variables y constantes
se representan al construir términos, pero esto deja de ser cierto al metanivel. La funcién
makeGround transforma la metarrepresentaciéon de un término en otro en el que las va-
riables han pasado a ser constantes; para poder especificarla es necesario un operador
auxiliar que tome listas de términos como argumento.

op makeGround : [TermList] -> [TermList]

eq makeGround (7 [ﬁ] ) = ]_‘[makeGround (E) ]

eq makeGround (v (x, E) ) = x[nilTL]

eq makeGround(nilTL) = nilTL . _
eq makeGround(consTL (t, t)) = consTL(makeGround(t), makeGround(t)))
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Proposicién 3.10 Si t un término sobre una signatura ) con variables en X y t' es el mismo
término visto sobre la signatura (Q)(X), se tiene que

Uper F makeGround () = f’.

La especificacion en Uy, de las reglas de inferencia de MEL es ahora inmediata y apa-
recen listadas en la figura 3.1; nétese el uso de los operadores addVarAsCnst y makeGround
en las ecuaciones que capturan las reglas de introduccion de implicacion.

3.2.3 Correccion de la teoria universal U,

La teoria Uyg presentada en la seccién anterior es universal en el sentido de la
definiciéon 3.3.

Teorema 3.1 Para todas las sentencias t : sif Ay A ... N A, sobre la signatura () de T, donde
cada A; es una férmula atémica,

Trt:sifA1N...NA, = UMELl—(?l—f:§ifA1/\.../\An):true.

De forma andloga, para todas las sentencias t = t' if Ay A ... N A, sobre la signatura Q) de T,
donde cada A; es una formula atémica,

Trt=tifAIA...ANAy & U F (T |-T=F if AL A...AAy) = true.

Demostracién. La direccién (=) es el corolario 3.1 mds abajo, mientras que la direcciéon
(&) se sigue del teorema 3.3. O

Vamos a comenzar con la direccién (=) del teorema, demostrando para ello un resul-
tado a partir del cual se obtendrd muy facilmente el corolario 3.1.

Teorema 3.2 Para cualesquiera términos t,t' € Tx(X) y tipos s en Q,

Trt=t = UpgF (7_“ I—E:f' if none) = true

Trt:s = UMELI—(TI—Z:Eifnone):true.

Demostracién. Por induccién estructural sobre la derivacionde T+t =1t o T F t: s. Segtin
la Gltima regla de derivacion utilizada al razonar con T, tenemos:

o (Reflexividad). El resultado se sigue utilizando (Reemplazamiento) para razonar
con Uy, aplicada a la ecuacion reflexividad de la figura 3.1.

e (Simetria). Por hipétesis de induccion, Uyg; F (T |- F=tif none) = true, y pode-
mos usar (Reemplazamiento) aplicada a la ecuaciéon simetria.
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* re_fl_exivid_ad _
eq ((Q,E) |-t =1t if none) = true .

Tk

ceq

ceq

Thk

ceq

ceq

EE

ceq

Thk

ceq

ceq

reemplazaml ento

((Q,B) |- applyC(C applys (g, D) = applyC(C, applyS(5,f)) if none)

if E = unlonA(t =7 if Cond E)
/\ satlsfyC((Q,E), Cond, 0) = true .

reemplazamiento

((Q,E) |- applyS(c,t) : 5 if none) = true
if E = unionAQ_: s if Cond,E,)

/\ satisfyC((Q,E), Cond, ¢) = true .

simetria

((Q E) |- ! = f if none) = true

if ((Q E) |- ¥ =t if none) = true .
* transitividad

((Q E) |— t =1 if none) = true

if parse(t , Q) = true

/\ ((Q, E) |- F=1 if none) = true
/\ ((Q,E) |-t =¥ if none) = true .

pertenencia

Q, E) |- f : 5 if none) = true
if parse(u, Q) = true

/\ ((Q,E) |-t =1 if none) = true
/\ ((Q,E)|- u : s if none) = true .

int_ro_duccio_n dg/ implicacion

((Q,E) |-t=t if Cond) = true

if

((addvarAsCnst(Q, vars(t = ¥ if Cond)), addEq(E,Cond))
| - makeGround(t) = makeGround(t) if none) =

true . .

((Q,E) |-t : 5 if Cond) = true

if

((addVarAsCnst(Q, vars(t : 5 if Cond)), addEq(E,Cond))
| - makeGround(t) : s if none) =

true .

Figura 3.1: La teoria universal Uyg, (fragmento).

CarituLo 3. REFLEXION
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e (Transitividad). En caso de que

Trt=t" Trt' =V
Trt="¢

7

tenemos, por hipétesis de induccion, Uy, + (T |- t=f ifnone) = true y Upge F
(T |- 7=t if none) = true, y por la proposicién 3.5, Uyg;, + parse(f” ,()) = true,
por lo que podemos aplicar (Reemplazamiento) a la ecuacion transitividad para
obtener el resultado.

e (Pertenencia). Si
Trt=t Trt :s
Trt:s !

tenemos, por hip6tesis de induccién, Uyg, + (T | ~¥=f ifnone) = true y Umer F

(Y_" |—1_" : s if none) = true, y por la proposicién 3.5, Uy, F parse (f’ ,Q) = true,
con lo que se obtiene el resultado aplicando (Reemplazamiento) a la ecuacién
pertenencia.

¢ (Reemplazamiento). Supongamos que t = t’ if C,;, A Coy € E, donde C,y, = (ug :
S1A .. AUj:8))y Cog = (01 =V A... Avg = 1)), y tenemos que, para algtin contexto
C y sustitucién o,

Tro():s1 - Tro(u):s; Tro(w)=0@®) - Tro(v)=o0(v))
T+ Clo(t)] = Clo(t)] '

Por hipétesis de induccion, Uy, + (T |-o0(u;) : 5; if none) = true,parai=1,...,],y

Umgr F (T | -o(v;) :o(vlf) if none) = true, parai=1,...,k. Porlo tanto, aplicando la
proposicién 3.6 podemos usar la primera ecuacion reemplazamiento para obtener

UmeLt (T | - applyC (E, applyS(a,H)) =applyC (E, applyS(E,fl)) if none) = true

y se sigue el resultado ya que, por las proposiciones 3.3 y 3.4,

Uyee F applyC(C, applyS(,D) = Clo(1)]

Uniee, F applyC(C, applyS(@,t)) = Clo(¥)].

En caso de que la ecuacion de E que se aplic6 hubierasidodelaformat : s if Cyy ACey
el argumento serfa el mismo, pero ahora se utilizaria la segunda de las ecuaciones
reemplazamiento. O

Corolario 3.1 Para términos cualesquiera t,t’ € Tx(X), tipos s en Q y formulas atémicas
A1,..., Ay, setiene que

Trt=tifA1A...AAy = Uma + (T |-F=f ifA; A...AA,) = true

Trt:sifATA...ANA;, = Uy + (T |-1:5if A1 A... A A,) = true.
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Demostracion. Demostramos la primera implicacién; la otra es andloga. Sea X el conjunto
de variables que aparecenent =t"if Aj A... A A,.

(QE rt=tifAlA...AA,
— (QX),EU{Aq,..., A ) rt=V
= Uppr F ((QX),EU{Aq, ..., AP I—Z:f, if none) = true
— Uye F ((Q,E) [-t=F if A; A... N A,) = true

La segunda implicacién es consecuencia del teorema 3.2 y la tercera resulta, por las
proposiciones 3.9, 3.10, 3.7 y 3.8, de aplicar (Reemplazamiento) con la primera de las
ecuaciones introduccion de implicacion. O

Para demostrar la direccién (<) del teorema principal necesitamos el siguiente lema
auxiliar. En esencia, nos va a permitir trabajar con derivaciones “normalizadas” de pro-
fundidad minima y descartar aquellas otras espurias que aparecen utilizando la regla de
(Transitividad). De forma mds precisa, obsérvese que una vez se tengan derivaciones de

las ecuaciones T + t = ti =trueyTh+tr = t’2 = true, se puede utilizar (Transitividad)

para obtener primero Ty + t; =] = T + f, =t} y a continuacién combinarlas para con-
seguir un nimero infinito de derivaciones de las mismas ecuaciones; son precisamente
estas tltimas las que no queremos considerar.

Dada una derivacién 6 en MEL de una ecuacién o afirmacién de pertenencia, denotamos
mediante prof(6) su profundidad, definida de la forma habitual como la profundidad del
arbol correspondiente.

Lema 3.1 Para cualesquiera términos tq,t, y formulas atémicas Ay, ..., Ay, sobre una teoria
T en légica de pertenencia, y términos wq, wy, w3 y ws en Uygy tales que Uygy F H = w,
Umer F f2 = w2, Uyer F A1 A ... ANA, = w3 Y Umer F T = wy, siempre que se tenga una
derivacion 6 en Uy, de la ecuacion

(wyg |-wi=wp if w3) =m
o de su simétrica
m = (wy | -wy=wy if w3)
para algiin término m sobre la signatura de Uy, se cumple alguna de las siguientes alternativas:

/

’ I 3 ’ 5 : / ’ ’ ’ -
1. m es wy |—w1 =W, if ws, para terminos w-, Wy, w3_y wy tales que Uygr + 1 = wy,

UMEL ngwé,UMEL l'Al /\.../\An IZUé]/UMEL = TIZU:L,'O
2. existe una derivacion O de la ecuacion (wy |-wi=wy if w3) = true o de true =

(wy | - w1 =wy 1f w3), tal que prof(0”) < prof(9).

Un resultado andlogo también se cumple cuando (ws |- wy=wy if w3) se sustituye por
(ZU4 |- w1y Wy if T/U3).

Demostracion. Por induccién estructural sobre la derivacion o; consideramos la dltima
regla de deduccioén utilizada.
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(Reflexividad). Debe cumplirse (1).

(Simetria). El resultado se sigue de la hipétesis de induccién.

(Pertenencia). No se puede dar.

(Reemplazamiento). Tiene que ocurrir que o bien:

- una de las ecuaciones correspondientes a las reglas de deduccién en MEL (figu-
ra 3.1) haya sido utilizada, en cuyo caso m es true y se tiene (2) tomando como
derivacién 6’ la propia 6; o

— una ecuacién haya sido aplicada sobre w1, w2, w3 0 w4 (0 sobre alguno de sus
subtérminos, a través de un operador como pudiera ser vars o applyS), y se
cumple (1).

e (Transitividad). Supongamos que 6 demuestra (w4 |- wy =w, if w3) = m (el otro
caso es andlogo). Existe un término 7 tal que

Umpe F (g |-w1=wy ifws) =n Uy Fn=m
Umpr F (g | -wi=wp if wz) =m

Aplicando la hipétesis de induccién a la derivacion 6’ de (w4 | - wy =wy if w3) = n,
tenemos una de las siguientes posibilidades:

/ —

1
Umer F A1 Ao A Ay = w) y Uyge B T = w). En este caso aplicamos la hipétesis
de induccién a la derivaciéon 6”” de n = m y distinguimos los siguientes casos:

- nes wfL |-w]=w;, if wé, con derivaciones de Uy F £ = w’l, Uwmp F f2 = wy,

/7

—1 —_—
AN ANAy =w] y Uy F T =w”, y se cumple (1).

+ Hay una derivacion ¢’ de n = true tal que prof(6’”) < prof(6”’). Pero
entonces

* M es wa’ |-w) =w] if wé’, con Uy, F t = wi’, Uwmer F 2 = @), Uyge +

Umpr F (g |-w1=wy ifws) =n UumgL F 11 = true
Umpr b (wg |- w1 =wy if w3) = true

es una derivaciéon de Uy F (wy |-wq =w2 if w3) = true cuya profun-

didad es igual a 1 + max(prof(0”), prof(6’”")) < 1 + max(prof(d’), prof(0”')) =
prof(6), y tenemos (2).

- Existe una derivaciéon de (wy4 |- w1 =w, if w3) = true cuya profundidad es

menor o igual que la de ¢’ y por lo tanto menor que la de 6, y se cumple (2). O

Teorema 3.3 Para cualesquiera términos ty y tp y formulas atémicas Ay, ..., Ay sobre una teoria
T en la I6gica de pertenencia, y términos wi, wa, w3 y wy en Uygy tales que Uygy F t = wy,
Umer Ft2 = wp, Uyer F A1 Ao AN Ay = w3y Uy, B T = wy, si se tiene que

Upmpr F (wy | -w1=wy if w3) = true

Upgr F true = (ZU4 |-wr=wr if ZU3),
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entonces, sin > 0
Trthi=bifAIN...NA,,

y en caso contrario,
TrHt;=t.

Un resultado andlogo se tiene también para afirmaciones de pertenencia.

Demostracién. Por induccién sobre la profundidad de la derivacién. Segtn la tltima regla
de derivacion utilizada, tenemos:

¢ (Reflexividad) y (Pertenencia). No se pueden dar.
e (Simetria). Por la hipétesis de induccién.

e (Transitividad). Supongamos que tenemos Uy, F (wy |- wy =wy if w3z) = true (los
otros casos son andlogos). Hay un término m sobre la signatura de Uy, tal que

Uppr F (g |-wi=wy ifws) =m Uwmp F m = true
Unep F (wy | -wy =wy if w3) = true ’

Por el lema 3.1 aplicado a la derivacién 6 de (wy | - w1 =w; if w3) = m tenemos una
de las siguientes alternativas:

’
1. mes wy

Umer F AT A AAy = w) y Uype F T = w): el resultado se obtiene aplicando
la hipétesis de induccion a la derivacion de m = true.

| - wi =wy, if wg, con derivaciones de Uyg, F H = wi, UppL F b2 = w;,

2. Hay una derivacién de (wy |- wq =w»> if w3) = true cuya profundidad es me-
nor o igual que la de 6 y por tanto menor que la de la derivacién original, y
aplicamos de nuevo la hipétesis de induccion.

¢ (Reemplazamiento). N6tese que el contexto C con el que se ha debido utilizar la
regla necesariamente debe haber sido el vacio, por lo que las tinicas ecuaciones que
se han podido aplicar son las correspondientes a las reglas de deduccién de MEL en
la figura 3.1. Consideremos cada caso por separado:

— reflexividad. Trivial.

- reemplazamiento. Por la proposicién 3.6 hay un axioma t = t’ if Cond (resp.
t : sif Cond) en E tal que todas las férmulas atémicas en o(Cond) se pueden
probar en T. En este caso, el término w; es applyC(C,applyS @@,0), wy es
applyC(C,applyS(3,)) y w3 es none, y, por las proposiciones 3.3 y 3.4, t; es
Clo(t)]ytaes Cl[o(t')]. Peroentonces T + t; = t; se tiene por (Reemplazamiento).

— simetria. Por la hipétesis de induccién y (Simetria).

- transitividad. El resultado se sigue de la proposicién 3.5, la hipétesis de
induccién y (Transitividad).

- pertenencia. El resultado se sigue de la proposicién 3.5, la hipétesis de induc-
ciéon y (Pertenencia).
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- introduccion de implicacion. Por las proposiciones 3.9, 3.10, 3.7 y 3.8, la
hipétesis de induccién e (Introduccién de implicacién). O

Como corolario de los resultados sobre reflexion que hemos demostrado, vamos a
mostrar en las siguientes dos secciones la naturaleza reflexiva de otras dos légicas rela-
cionadas: la l6gica ecuacional heterogénea y la 16gica de Horn con igualdad.

3.3 Reflexién en la 16gica ecuacional heterogénea

La légica ecuacional heterogénea, a la que también nos referiremos como MSsEL por
sus siglas en inglés (de many-sorted Equational Logic), es una sublégica de la légica de
pertenencia, concretamente la sublégica que se obtiene al hacer que el conjunto de tipos
sea vacio (y renombrando “familia” como “tipo”); en particular, para toda teoria T en
MSEL y sentencias ¢ sobre la signatura de T, se cumple que T Fyser, ¢ & T byp ¢.
Pero entonces, como en la definiciéon de Uyg;. solo hemos utilizado familias y ecuaciones
condicionales en las que no intervienen afirmaciones de pertenencia y estas tltimas
tampoco son introducidas por la funcién de representacién, tenemos que Uy, €s una
teorfa en la l6gica MsEL, que por lo tanto resulta ser reflexiva.

Teorema 3.4 Uy, es una teoria universal en MSEL para la clase de teorias finitamente presentables
que no tienen tipos vacios.

Demostracion. Para todas las teorias T finitamente presentables en MsEL con tipos no vacios

y sentencias ¢ sobre la signatura de T, como por definiciéon T F ¢ es una sentencia en MsEL,
se tiene

Ttuser @ &= Tryp @ &= Umpr bven THQ &= Uwnpr buser TH @

3.4 Reflexién en lalégica de Horn con igualdad

En Meseguer (1998) se demuestra que lalégica de pertenencia es equivalente ala 16gica
de Horn heterogénea con igualdad, o msnorN™. No resulta sorprendente, entonces, que
los resultados reflexivos sobre MEL se puedan traducir de manera inmediata a MSHORN™.

Una signatura en MsHORN™ es una terna (L, X, IT), donde L es un conjunto de tipos, = =
{Zw, 1}, erx1 €s una colecciéon de conjuntos de simbolos de funcién y IT = {IT;,}yer- €s una
coleccion de conjuntos de simbolos de predicados. Entonces una signatura Q = (K, Z, S) en
MEL se puede transformar en una signatura Qf = (K, £, $%) en msnorn= haciendo que cada

conjunto Si sea igual a Sy para cada familia k € Ky que s?,) sea el conjunto vacio para todo
w € K"\ K. De esta manera, si adoptamos una notacién postfija - : s para cada predicado en
O que corresponde a un tipo s en Q, cada sentencia sobre Q en meL puede ser interpretada
como una sentencia sobre QFf en msHorn=. Escribiremos (Q, E)ﬁ para (Qﬁ, E). Se tiene
entonces, para toda sentencia ¢ sobre T, que (Q, E) by, ¢ <= (Q, E)* Fyssorn= ©-
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Ademéds, en Meseguer (1998) también se define una traduccién de MSHORN™ en MEL.
Una signatura (L, Z, I'T) en MsHORN™ se aplica en una teorfa J(L, X, IT) en MEL cuya signatura
estd formada por:

e un conjunto de familias K = L W {p(w) | w € L* \ L y I'l,, # 0};
e para cada clase k € K, el conjunto de tipos Sy es Iy sik € L o Iy, si k es p(w);
e un conjunto de operadores

A=XU{,...,0:h...y,—pl,....In) | pl,..., In) e K\ L}
Ulmi:p(lh,.... 1) — Li11<i<n,pl,..., 1) € K\L}.

La idea es representar el producto cartesiano de las familias [y,. ../, mediante la familia
p(li,...,1,). Para ello, los axiomas de la teoria J(L, X, IT) son

Vor i, e L) (€, -0, X)) = X5 1<i<n
Vy:pth, ..., 1) y = ay), ..., ma(y))

para cada p(ly, ..., 1)

La traduccién a de sentencias deja sin variar toda ecuacion t = ' y envia cada férmula
atémica P(t, ..., t,) al axioma de pertenencia (t4,...,t,) : P y cada cldusula de Horn

VX)at sug =01 Ao Ay =0, AP1(wn) A ... APy (wy)
a la sentencia

MX)a@t)ifuy =01 A AUy =0, A1) : PL A ... A{Wy) : Py, .

Una teoria T = (L, X, I1,T) en MsHORN™ se traduce entonces a la teorfa J(T) que resulta
de afiadir a J(L, X, IT) la traduccién de las clausulas en I'. Se cumple entonces T +ysporn=
¢ < J(T) Fuer a() y tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5 UﬂAEL es una teoria universal en MSHORN™ para la clase de teorias finitamente
presentables con tipos no vacios.

Demostracién. Para toda teoria finitamente presentable T con tipos no vacios en MSHORN™
y sentencias ¢ sobre T,

T FMsHORN™ Qb — ](T) FMEL Of(ﬂb)
&  Uwngr Fuee J(T) e (@)
— Ugm Fustorn= J(T) Fuer a(@) .
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3.5 Reflexién en la légica de reescritura

3.5.1 Ajustes en el cdlculo de derivacién

De nuevo, tal y como hicimos para la légica de pertenencia, eliminamos la regla
(Congruencia), que pasa a tenerse en cuenta en una nueva version de la regla (Reempla-
zamiento).

e Reemplazamiento. Para cada regla de reescritura (t — t" if C,;y A Cey A Cyp) en R,
con t, ' en la familia k, contexto C* € C5.(X) y sustitucién o, donde Cyy, 2 (ug :
1A AUj5), Cog 2 (=0 A A =0) yCy = (w1 — W) A ... Awy — wp),

(QE)ro(u):s1 - (QE)Foa(u):s;
(QE)Foa(or) =0(®)) -+ (QE)Fo(v) =0(v))
o(wr) — o(w)) -+ o(wy) — o(w))

Cla(t)] — Clo(t)]

3.5.2 Una teoria universal para RL

Presentamos aqui la teorfa universal Uy, y una funcién de representaciéon _+ _ que
codifica pares formados por una teoria de reescritura R y una sentencia sobre su signa-
tura como una sentencia en Uy, y demostramos la universalidad de Uy, . La observaciéon
fundamental es que Uy, es una extension de Uyg;, conlo que podemos utilizar la universa-
lidad de Uy, enla demostracion de la universalidad de Uy, . Enlo que sigue trabajaremos
con teorias finitamente presentables en rr.

La signatura de Uy,

La signatura de la teorfa Ug;, es una extensién de la signatura de Uy, . Para representar
reglas (posiblemente condicionales), la signatura de Uy, incluye ademas los constructores:

op _=>_ : [Term] [Term] -> [AtomR]

op noneR : -> [RuleCondition]

op _/\_ : [Atom] [RuleCondition] -> [RuleCondition]
op _/\_ : [AtomR] [RuleCondition] -> [RuleCondition]
op _=>_if : [Term] [Term] [RuleCondition] -> [Rule]

Las teorias se representan utilizando:
op (_,_,_) : [Signature] [AxiomSet] [RuleSet] -> [RLTheory]

Por dltimo, la signatura de Uy, contiene un operador booleano

op _|-_ : [RLTheory] [AtomR] -> [Bool]
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para representar la derivabilidad de sentencias en una teoria de reescritura dada; los
axiomas principales de Uy, definen este operador.

Como ocurria con Uy, tenemos también una serie de operadores auxiliares. En
primer lugar tenemos constructores para conjuntos de reglas de reescritura

op emptyR : -> [RuleSet]
op unionR : [Rule] [RuleSet] -> [RuleSet]

asi como operadores para comprobar si una condicién se satisface en una teoria bajo una
sustitucion dada:

op satisfyRC : [RLTheory] [RuleCondition] [Substitution] -> [Bool]
op satisfyR : [RLTheory] [Rule] [Substitution] -> [Bool]

La funcién de representacién
A continuacién definimos la funcién de representacion _ + _. Para toda teoria de re-

escritura R finitamente presentable con familias no vacias y sentencias t — t’ sobre la
signatura de R,

Ret— ¥ é(ﬁl—f:>fl)—>true.

donde (_) es una extensién de la funcién de representacién para Uy, que se define de la
manera esperada.

1. Para una teoria de reescritura
(Q,E,R) £ (Q,E,R).
2. Para un conjunto de reglas de reescritura,
{r1,...,ry} = consR(rq,...,consR(7,,emptyR)...).

3. Para una reescritura,

PP 2i=>7.

4. Para una conjuncién de ecuaciones, afirmaciones de pertenencia y reescrituras,

ATNAY A ANA 2 AL /\N(As /N ... /\ (A, /\noOneR)...).

5. Para una regla de reescritura,

F—VPifA A NA, 2F=>F if ALA...NA,.
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Los axiomas de Ug,

Finalmente definimos los axiomas de Uy, que incluyen reglas que corresponden a las
reglas de inferencia de rRL y todas las ecuaciones en Uyg;.. Los comentarios de la pagina 38
sobre la notacién a emplear siguen siendo validos.

En lo que sigue asumimos una teoria de reescritura finitamente presentable con tipos
no vacios, R = ((Q,E,R), donde Q) = (K, %, S).

En primer lugar, necesitamos de nuevo ecuaciones entre los constructores de conjun-
tos.

eq unionR(7, unionR(7 E)) = unionR(?',_unionR(?,A_S)) .
eq unionR(7, unionR(¥,AS)) = unionR(7,AS) .

Y analogamente para el constructor _/\_ de condiciones.

Las ecuaciones para satisfyRC, como las de satisfyC, simplemente extraen los com-
ponentes de una condicién.

eq satisfyRC(E,Eone,E_) = true . _ o
eq satisfyRC(R,A /\ C,0) = satisfyR(R,A,0) and satisfyRC(R,C,0) .

eq satisfyR(R,t => ,5) = (R|-applyS(5,H =>applyS(G,t))
eq satisfyR(B,f =t,0) = R I—applyS(E,_t)zapplyS(E,t) if none) .
eq satisfyR(R,t : s,0) = (R|-applyS(a,t) :s if none)

Proposicién 3.11 Para cualesquiera formulas atémicas y reescrituras Ay, . .., Ay, y sustituciones
o, son equivalentes:

1. Ug + m para cada i; esto es, para cada A; de la forma t; — t;,
UgL F (ﬁ |‘M=>th)) —> true,
para cada A; de la forma t; = t,
Uz F (ﬁ | —@:Ttl’.) if none) = true,
y para cada A; de la forma t; : s;,

Ure F (R |-0(t;) : 5; if none) = true.

2. Se cumple que
UgL F satisfyRC(ﬁ,Al A...NA,,0) = true.

Por ltimo, las reglas de derivacién del calculo de la 16gica de reescritura se especifican
tal y como aparecen en la figura 3.2.
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including Upypgr -
* reflexividad

rl ((Q,E,R) |- f => ) => true.

*** reemplazamiento

crl ((Q,E,R) |- applyC(C, applyS(3,D) => applyC(C, applyS(G,f))) => true
if R = unionR(t =t if Cond,R)

/\ satisfyR((Q,E,R),Cond,c) = true .

transitividad

crl ((Q,E,R)_| -t = ) => true
if parse(t ,Q) = true

/\ ((Q,E,R) |- f=>F) => true

N\ ((Q,E,R) |- = F) = true .

Tehk

igualdad

crl ((Q,E,R) |- u => u) => true

if parse(f,Q_) = true

/\ par_se_(f’,Q) = true

/\ ((Q,E) |-t =1u if none) = true
/\ ((Q,B) |- f =% if none) = true

N (QE,R) |-t =>1) = true .
Figura 3.2: La teoria universal Uy, (fragmento).

3.5.3 La correcciéon de la teoria universal rL

Tenemos ya todos los ingredientes necesarios para probar la correccién de la teoria
universal Ug;. La demostracién es analoga a la del teorema 3.1, haciendo uso en deter-
minados pasos del hecho de que Uy, es una extensién de Uy, por lo que no incluimos
todos los detalles y nos concentramos en los casos mas complicados o interesantes.

Como ya ocurria en la seccién anterior, son necesarios algunos lemas auxiliares antes
de pasar a demostrar el resultado principal. En las demostraciones que siguen escribi-
remos Uy, + w = w’ para denotar que la ecuacion w = w’ se puede derivar en la teoria
ecuacional de Uy;.

Lema 3.2 Para cualesquiera términos w, wy, wy y w3 en Ugy, tales que

Ur Fw = (w3 |-wr=>wp) 0 Ugy+ (w3 |-wi=>wp)=w,

/

se tiene que w es de la forma wy,

URLI-ZUZZZU;,1SZS3.

| - w) =>w) para términos w}, w; y wy tales que se verifica

Demostracién. Por induccién estructural sobre la derivacion. En el caso de la regla (Re-
emplazamiento) basta con darse cuenta de que no hay ecuaciones que se apliquen al
operador _ |- _=>_ que representa la derivabilidad; los demds casos son inmediatos. O

El siguiente lema es analogo al lema 3.1.
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Lema 3.3 Para cualesquiera términos ti,t, sobre una teoria R en la logica de reescritura, y
términos wy, wo y w3 en Uy, tales que Uy, + t=wy, U F b = wn Yy Ugre F R = ws, siempre
que se tenga una derivacion 6 en Uy, de la reescritura

(w3 |-wy=>wp) — m
para algiin término m sobre la signatura de Uy, se cumple alguna de las siguientes alternativas:

/ 4
l.meswil 1

_ ’ 5 H ’ ’ ’ T — o T — o
- w| =>w} , para términos wi, w} y wy tales que Ugy + 1 = w), UpL F f2 = W) y

2. existe una derivacion &' de la reescritura (w3 |- wq =>wy) — true tal que prof(¢’) <

prof(9).

Demostracién. Como en el lema 3.1, la demostraciéon procede por induccién estructural
sobre la derivacion. El tinico caso que se trata de forma distinta a los alli descritos es
el correspondiente a la regla (Igualdad); supongamos entonces que el tltimo paso en la
derivacién es

Ugy Ft = (w3 |- wy =>ws) Upe Ht =0’ t—t

(w3 | - wy =>w;) — 1’

Por el lema 3.2, t es de la forma wé | - wi => wé, con Uy + w; = w;, 1 <i < 3. Aplicando
ahora la hipétesis de induccién a la derivaciéon de (wé | - w& => wé) — t/, tenemos una de

las siguientes posibilidades:

’’

e t' esdela forma w} |-wy =>w), con U,k = W}, Up F t = Wl y Upe F R = w}.

Pero, de nuevo por el lema 3.2, u” es de la misma forma y tenemos que se cumple

(1).

e Hay una derivacién de (w} | - w} =>w)) — true cuya profundidad es menor o igual
que la de (w} | - w| =>w}) — t'. Podemos modificar entonces la derivacion original
de (w3 |- w1 =>wy) — u’ utilizando esta derivaciéon y reemplazando el término u’

por true y asi obtenemos una derivacién que satisface (2). O
Ahora el teorema principal se demuestra imitando la prueba del teorema 3.1.

Teorema 3.6 Para toda teoria de reescritura finitamente presentable y con familias no vacias
R =(Q,E,R), con Q= (K XS),y términos t,t' en Tx(X),

Rit—t e Ug+ R|-t=>F) —> true.

Demostracién. La demostracion de la implicaciéon (=) sigue los pasos de la del teorema 3.2:
se procede por induccién estructural sobra la derivaciéon de R + t — t’ y el tnico caso
nuevo que aparece es el correspondiente a la regla (Igualdad). Supongamos entonces que
el altimo paso de la derivacién tiene la forma

(QE+rt=u (QE*rt =u t—t'

u—u
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Como Uyg es universal tenemos Uyg F ((ﬁ, E) |-t=uif none) = true y Uyg F
((Q,E) |- =% if none) = true y por la hipétesis de induccién, Ug; + (R |- f=> ¥y —
true; como Uy, contiene a Uy, en virtud de la proposicién 3.5 podemos aplicar (Reem-
plazamiento) con la regla igualdad para obtener Uy, + (R | -1 =>%") —> true.

La implicacién (<) se sigue de una generalizacién andloga a la del teorema 3.3: para
términos wy, wp y w3 sobre la signatura de Uy, tales que son ecuacionalmente iguales,
respectivamente, a E, tr y ﬁ, si se tiene que

Ug F (w3 |- w1 =>wp) — true,

entonces
Rt — .

De nuevo la demostracién sigue los pasos de la del teorema 3.3. El caso correspondiente a
la regla (Transitividad) se apoya ahora en el lema 3.3 y el de la regla (Reemplazamiento)
presenta un caso que no aparecia antes, que corresponde a la regla igualdad. En esta
altima situacion el resultado se tiene por la proposicién 3.5, la hipétesis de induccion y el
propio teorema 3.3. Ademads, también hay que considerar el caso en el que la dltima regla
aplicada ha sido (Igualdad), en la forma

URLI-tI(ZU3 |—w1=>ZU2) URLI-tIItI‘ue t_)t/

(w3 | - w1 =>wy) — true

/ /

Por el lema 3.2, t es de la forma wy | -w) >wy, con Uy, + w; = wlf, 1 <i <3, y podemos
aplicar el lema 3.3 a la derivacién de t — t’ para distinguir los siguientes casos:

e t’ es de la forma w |- w} =>wy . Esta situacién no se puede dar por el lema 3.2,

porque tenemos Ug, ' = true.

e Hay una derivacién de (w} | - w; =>w}) — true de profundidad menor o igual

que la de t — t’ y por tanto menor que la de la derivacién original, con lo que el
resultado se obtiene de nuevo por la hipétesis de induccién. O

3.6 Una aplicacion

El contenido de esta seccién estd basado en ideas propuestas en Basin et al. (2004)
sobre metarrazonamiento formal utilizando reflexién, donde se discuten detalladamente
las ventajas, inconvenientes y limitaciones de los marcos metal6gicos reflexivos. Un marco
metalégico, al igual que uno 16gico, consiste en una légica junto con una metodologia
asociada que se puede utilizar para representar otros sistemas formales. Sin embargo,
mientras que en un marco légico el énfasis se pone en razonar en una légica, en un marco
metaldgico lo que se pretende es razonar sobre una légica o incluso sobre relaciones entre
l6gicas distintas. La propuesta en Basin et al. (2004) consiste en que aquellos marcos l6gicos
que son reflexivos se pueden utilizar como marcos metalégicos reflejando al metanivel
los principios inductivos de las l6gicas formalizadas.

Aqui vamos a extender los principios de metarrazonamiento que alli se propusieron,
lo que aumenta la clase de metateoremas a los que se pueden aplicar, y vamos a ilustrar su
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uso con un ejemplo que muestra como utilizarlos para realizar metarrazonamiento sobre
relaciones semanticas entre especificaciones ecuacionales. En este apartado utilizamos las
palabras “teoria” y “especificacién” como sinénimos.

3.6.1 Relaciones semdnticas entre especificaciones

La formalizacién y prueba de ciertas relaciones semdnticas entre especificaciones
ecuacionales son aspectos importantes de la metodologia de especificacién algebraica. En
este sentido una nocién cldsica es la de enriquecimiento, que es una herramienta conceptual
basica en la metodologia de especificacién paso a paso—véase por ejemplo Ehrig y Mahr
(1985) o Loeckx et al. (1996). Aqui consideramos la siguiente definicién de la relacién de
enriquecimiento entre especificaciones en la l6gica ecuacional de pertenencia.

Definicién 3.4 Sean T = (QQ,E) y T’ = (€)', E’) especificaciones en la l6gica de pertenencia, con
Q=(KZXLS)yQ = (K, XS talesque T CT" componente a componente. Sean k una familia
en Ky s un tipo en Sy. Decimos que T’ es un s-enriquecimiento de T si y solo si:

1. paratodot € Tey,si T’ vt :sentoncesexistet’ € Totalque T+t :syT' +t =1,

2. paratodot,t’ € Tq,siTrt:s, T+t :syT +t=1+t entoncesT+t=1.

Noétese que nuestra definicion es ligeramente diferente ala de Ehrig y Mahr (1985)—(1)
y (2) corresponden, respectivamente, a sus nociones de extensién completa 'y consistente. En
concreto, nosotros definimos la relaciéon de enriquecimiento relativa a un tipo particular
mientras que en Ehrig y Mahr (1985) se define simultdneamente sobre todos los tipos
utilizando la nocién de homomorfismo. La idea capturada por nuestra definicién es que
cada término cerrado en la especificacion T” con tipo s puede probarse igual a un término
cerrado en la especificacién T con tipo s, y también que T” no impone nuevas igualdades
entre términos cerrados de tipo s de la especificacion T. Estas propiedades corresponden,
en la terminologfa de Burstall y Goguen, a las propiedades sin basura y sin confusion
(Burstall y Goguen, 1982).

La relacion de enriquecimiento asume que una de las especificaciones estd incluida
en la otra. Hay otras relaciones semdnticas, sin embargo, que no exigen tal inclusién.
Considérese, por ejemplo, las especificaciones INT1 e INT2 presentadas en la figura 3.3
utilizando una extensién de la sintaxis de Maude en la que se hace explicita la declara-
cién de familias junto con sus tipos. Las especificaciones INT1 e INT2 estdn claramente
relacionadas ya que ambas especifican los ntimeros enteros—y, en ese sentido, son in-
tercambiables—pero ninguna estd incluida en la otra. Nosotros proponemos la siguiente
definicién para caracterizar esta relacion entre especificaciones en légica de pertenencia.
Para simplificar la presentacién restringimos nuestra definicién a especificaciones que
tengan en comun el conjunto de las familias.

Definicién 3.5 Sean T = (QQ,E) y T' = (', E’) especificaciones con Q = (K, X,5) y Q' =
(K, X7, S"). Sean k una familia en Ky s un tipo en ¢ NS, . Decimos que Ty T’ son s-intercambiables
si y solo si:
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fmod INT1 is fmod INT2 is

kind Num[Neg, Nat, Int] . kind Num[Int]

op O : -> Num . op ® : -> Num .

op s : Num -> Num . op s : Num -> Num .

op p : Num -> Num . op p : Num -> Num .

var N : Num . var N : Num .

--- Numeros no positivos --- Enteros

mb O : Neg . mb 0 : Int .

cmb p(N) : Neg if N : Neg . cmb s(N) : Int if N : Int .
cmb p(N) : Int if N : Int .

--- Numeros naturales eq p(s(N)) = N .

mb ® : Nat . eq s(p(N)) =N .

cmb s(N) : Nat if N : Nat . endfm

--- Enteros

cmb N : Int if N : Neg .
cmb N : Int if N : Nat .
endfm

Figura 3.3: Las especificaciones INT1 e INT2.

1. paratodot € Tq,si T Ft:sentonces existet’ € Ty tal que T vt :sy T+t =1
2. paratodot,t’ € Toy,siTrt:s, T' vt :syTrt=1t, entoncesT' +t =1t
3. paratodot € Ty, si T’ vt : s entonces existet’ € To talque T+t :sy T +t =1t

4. paratodot,t’ € Tq,siTrt:s, T+t :syT +t=1=t entoncesT+t=1".

La idea capturada por la definicién anterior es que para cada término cerrado en la
especificacion T’ (resp. T) con tipo s se puede demostrar que es igual a un término cerrado
en la especificacion T (resp. T”) con tipo s, y también que T’ (resp. T) no impone nuevas
igualdades entre términos cerrados de tipo s en la especificacion T (resp. T”).

Noétese que para probar la propiedad (2) en la definiciéon 3.4 y las propiedades (2) y
(4) en la definicién 3.5 necesitamos, en general, examinar la forma de los axiomas en T y
T’. Pero para demostrar (1) en la definicién 3.4 o (1) y (3) en la definicién 3.5 podemos
usar técnicas inductivas sobre los términos. Ciertamente, en Basin et al. (2004) se propone
un principio inductivo de razonamiento para demostrar l6gicamente la primera de estas.
Sin embargo, la ausencia de una relacién de inclusién entre T y T” invalida el uso de este
principio para demostrar las otras dos propiedades.

En la seccién 3.6.2 proponemos un principio inductivo de razonamiento (ind") para
razonar metalégicamente sobre estas propiedades y en la seccién 3.6.4 mostramos cémo
este principio se puede transformar, utilizando reflexién, en un principio de razonamiento

deductivo (ind") para demostrarlas l6gicamente. La diferencia entre ambos estriba en que
(ind™) es un principio, comparable al de induccién sobre los ntimeros naturales, que
se puede utilizar para razonar matemdticamente sobre propiedades de conjuntos de
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teorfas en la logica de pertenencia. Por el contrario, (ind*) es una sentencia en esta logica
que se puede utilizar en el calculo de pruebas para derivar otras que metarrepresenten
propiedades de dichos conjuntos de teorias.

3.6.2 Un principio inductivo para razonamiento metalégico

Para presentar una formulacién y prueba de correccién mads sencillas y compactas
del principio inductivo (ind") que nos sirva para demostrar metaldgicamente relaciones
semadnticas entre especificaciones ecuacionales, empezamos extendiendo las definiciones
de término, férmula atémica y relacién de derivacién para la l6gica de pertenencia. Basi-
camente, estas extensiones nos permiten razonar sobre clases de equivalencia de términos
en lugar de sobre términos individuales, lo que resulta esencial para razonar con familias
de teorias que no estdn relacionadas por una relacién de inclusién. Sin embargo, este
cambio de marco légico es transitorio. En la seccién 3.6.4 mostramos cémo el princi-
pio inductivo (ind") se puede transformar, utilizando reflexién, en un principio inductivo

(ind") para demostrar l6gicamente, en la 16gica ecuacional de pertenencia esténdar, relacio-
nes semdnticas entre especificaciones ecuacionales. Naturalmente, como nuestro objetivo
final es obtener principios para realizar metarrazonamiento formal, estamos interesados

en (ind") mas que en (ind"), pero presentamos este tltimo como una herramienta técnica
para simplificar la presentacién y demostracién del primero.

En lo que sigue, M7 seréa la clase de multiconjuntos finitos de teorias finitamente
presentables

T =ATilier.p) = 1€, Edlie1.p)

con un conjunto comun no vacio de familias de forma que Q; = (K, X;, S;) parai € [1..p].
Consideramos multiconjuntos en lugar de listas o conjuntos por un motivo meramente
técnico, pues ello simplifica nuestra definicién del principio inductivo (ind™).

Definicién 3.6 Dado 7 = {Ti}ie[1.p) = {(Qi, Ei}icp1.p) € MT, donde Q; = (K, Z;, S;), definimos
el conjunto T;(X) de (X;, T)-términos con variables en X como sigue:

e x€ T;k(X) siysolosix € Xy, keK;
o f(t1,...,ty) € T;/k(X) siysolosi f € (k. .k kY€ T;/kj(X), paraj=1,...,n,

° [t]Tj € Tg/k(X) siysolosiTi €T yte T;j,k(X).

Obsérvese que la definiciéon es puramente sintdctica, en el sentido de que [t]Tj se
corresponde con la aplicacién a t de un operador més que podriamos haber denotado con
notacion prefija como [];(t). Si hemos utilizado la notacién [t] reminiscente del concepto
de clase de equivalencia es precisamente porque como se formaliza en la definicién 3.8, el
significado del término [t]r,, en el caso particular en que t € Ty, es la clase de equivalencia
delos términos que se pueden demostrar iguales a t en la teoria T;. Por supuesto, en general
puede ocurrir que el término f contenga a su vez términos de la forma [#']r;, en cuyo caso
su significado deja de estar tan claro.
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Definicién 3.7 Dado 7 = {Ti}ie[l..p] = {(Qi/Ei)}ie[l..p] S MT, donde Qi = (K, Zi, Si), una
(Xi, T)-formula atémica es o bien una ecuacion t = t’, donde t y t' son (Z;, T )-términos de la
misma familia, o una afirmacion de pertenencia de la forma t : s, donde el (Z;, T )-término t
pertenece a la familia k y s € (S;)x.

Definicién 3.8 Dado T = {Ti}ie[l..p] = {(Qi, Ei)}ie[l..p] € M7, donde Q, = (K, 2, S,‘), para
todas las teorias T; € T y (X;, T )-formulas atémicas ¢, definimos recursivamente la relacién de
derivacion +7 como sigue:

e si hay una posicion p en ¢ (para una definicion apropiada de posiciones en formulas atémicas)
yun términot € Ty, con Tj € T, tal que [t]T; ocupa la posicion p en ¢, entonces

Ti+" ¢ = existet’' € Ty, ;N Ts k tal que T; ol y Tirt=t,
donde Q[t'], resulta de reemplazar en ¢ el término en la posicion p por t';

e en caso contrario, Ti 7 ¢ & T;+ .

Segtn esta definicién, una (X;, 7)-férmula atémica ¢ es derivable en una teoria T; si ¢
se puede derivar en T; tras reemplazar recursivamente todas las apariciones de términos
[t]T]., tales que t € Tg]., con términos cerrados adecuados en las clases de equivalencia
correspondientes. Los resultados en la proposicién siguiente son entonces inmediatos.

PI‘OpOSiCi(’)n 3.12 Dado T = {Ti}ie[l..p] = {(Ql’, Ei)}ie[l..p] S MT, con Qi = (K, Zi, Si), para
todas las teorias T;, T; € T, (L;, T )-formulas atomicas ¢(x) con variable x de la familia k, y
términos t,t’" € Ty, N Ty, se cumplen los siguientes resultados:

1. siTj+t =1, entonces T; R ¢([tlr;) siy solosi T FT o[t 1r));

N

. TivT ¢(t) si y solo si T; na o([tlr,);

w

CsiTiFT ¢(t), entonces T; F ¢([tlr,);
4. siE; C E;, entonces T; F7 (t) siy solosi T; 7 o(ltlT) v

5. si Ej no incluye ninguna ecuacion, entonces T; v7 (1) si y solo si Tj +7 ¢([t]T))-

Demostracién. (1) se sigue de la definicién; (2) se tiene porque claramente TZ.T Ft=[tl,;
(3) es cierto porque T + t = t; (4) pues si Tj + t = t’ entonces T; + t = t/; (5) se cumple
porque en T el término ¢ solo es igual a si mismo. O

Por ejemplo, utilizando estas definiciones de términos, férmulas atémicas y relacién
de derivacién, podemos expresar de manera simple y compacta la propiedad (3) en la
definiciéon 3.5 de teorias intercambiables cuando T es INT2 y T” es INT1 mediante la
siguiente afirmacién metaldgica:

VYt e TINTZ’Num.(INTZ Ft:Int = INT1 I-I [t]INTZ : Int), (31)

donde 7 es el multiconjunto {INT1, INT2}.
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Decimos que se trata de una afirmacién metalégica pues no se trata de una férmula
en la légica de pertenencia o en alguna otra l6gica, sino de una propiedad matematica
que se cumple entre dos teorias l6gicas, INT1 e INT2. De hecho, para evitar confusiones, la
propiedad se deberia haber expresado sin utilizar simbolos 16gicos en la siguiente forma:

para todo término ¢ en Ty72 Num/
si existe una derivacion de INT2 + ¢ : Int
entonces también existe otra de INT1 7 [#]ryrz : Int).

En contextos como el presente es practica comun utilizar simbolos 16gicos para abreviar
sentencias como la anterior. En ocasiones el uso de tales convenciones puede dar lugar a
situaciones en las que no esté claro si se esta hablando del metanivel o del nivel objeto.
Obviamente, la alternativa mds segura seria eliminar los simbolos l6gicos en todas las
afirmaciones metaldgicas y utilizar en su lugar las expresiones que abrevian, pero pen-
samos que el estilo resultante es recargado, por lo que preferimos limitarnos a poner al
lector sobre aviso y dejar al contexto la tarea de resolver las posibles ambigiiedades.

Ahora estamos preparados para dar, en la proposicion 3.13 més abajo, un principio
inductivo (ind") para demostrar metateoremas sobre multiconjuntos finitos de teorias
T =A{Tilier.p1 = {(C, Ed)}ieq1.p) en MT . Como el resultado en cuestion es bastante técnico,
avanzamos primero informalmente su contenido.

e El principio inductivo (ind") se puede aplicar a enunciados metal6gicos de la forma
“para todo término t con tipo s en una teoria T; de 7 en la légica de pertenencia,
alguna propiedad P se cumple”. Aqui, P es una expresion booleana bexp(By, ..., By),
cuyas variables proposicionales se instancian con enunciados metalégicos de la for-
ma: “una (X, 7 )-férmula atémica ¢([t]r,) se cumple en T;”, con respecto a nuestra
definicién extendida de la relacién de derivacién. Por ejemplo, el enunciado me-
talégico (3.1) pertenece a esta clase de metateoremas para los que nuestro principio
inductivo se puede aplicar.

e Los casos inductivos generados por (ind") se obtienen directamente de la definicion
inductiva del tipo s en la teoria T;. Por lo tanto, nuestros casos inductivos reflejan
los casos inductivos generados por el principio de induccién estructural habitual.
Por ejemplo, los tres casos inductivos generados por (ind*) cuando se aplica al
enunciado (3.1) corresponden a los tres casos en la definicién inductiva del tipo Int
en INT2: concretamente, 0 es un Int; s(n) es un Int sizn es un Int; y p(n) es un Int
sin esun Int.

En lo que sigue, dados un término u(xy,...,x,) € Tg(X) y un conjunto {ty,...,t,} de
metavariables representando términos cualesquiera de la familia apropiada, denotamos
mediante u(t_j la sustitucién simultdnea de x; por t; en u, parai = 1,...,n. De forma
similar, dada una férmula atémica ¢(¥) con variables en ¥, denotamos mediante qb(ﬁ la
sustitucion simultdnea de x; por t;en ¢, parai=1,...,n.

Proposicién 3.13 Sea T = {Tilier1.p) = {(Qi, Eilier1.p) un multiconjunto finito de teorias en
MT, donde Q; = (K, X;, S;). Sean s un tipo en algiin (Se), e € [1.p]l y k € K, y sea Cir, 5] =
{C1,...,Cu} el conjunto de sentencias en E, que especifican s, es decir, aquellas C; de la forma

V(xr,. .., xn) Agif AL AL A A, (3.2)
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donde, para 1 < j < r;, x; pertenece a una familia ki, y Ao es w : s para algiin término w de la
familia k.

Entonces, para todo multiconjunto de formulas atomicas {p1(xX)}iep1.p), donde cada ¢)(x) es
una (X5, T")-formula atémica con variable x de la familia k, y expresion booleana bexp, se cumple
el siguiente enunciado metaldgico:

Y1 ACAYy (3.3)
= Vte Ty i (Te b t:5 = bexp(T1 v o1([tIr), ..., Tp 7 ¢p((tln))),

donde, para 1 <i<ny C;en E, de la forma (3.2), {; es
Vit € Tzf’kil ...Vt € Tze/kiri . [Al]j:1 AL A [Aqi]ﬁ = [Ao]ﬁ

y,para0<j<g;

Afte] e (Ty v pr(@Blr,), ., Tp v7 dp(lu(®lr,)) siAj=u:s
J T, + Aj(ﬁ en otro caso.

El enunciado metalégico (3.3) introduce un principio inductivo de metarrazonamiento (ind ") donde
cada y; corresponde a un caso inductivo y la linea superior en la definicion de [A j]ﬁ suministra la
correspondiente hipétesis de induccion.

Demostracién. Supongamos que se tiene i1 A ... A 1,: debemos probar entonces que
Vt € Ty k. (Te - t:s = bexp(Ty +7 1([tr,), .-, Tp +7 Pp([HIT,)))

también se cumple. Sea t € Ty, ; un término tal que T, + ¢ : s; procedemos por induccién
estructural sobre esta derivacion. Si T, + f : s entonces existe una sentencia C; en E, de la
forma ¥(xy, ..., xy). Ag if Ay A... A Ay donde, para 1 < j <r;, xj pertenece a la familia k;; y
para algtn término w en la familia k, Ag es w : s, y una sustitucién o : {x1,...,x,} — Tx,
tal que

e T, rt=0(w),y
o T.+0(Aj), paral <j<g;.

Debemos probar que se cumple bexp(Ty +7 ¢1([tr,), ..., Tp +7 ¢p([t]1,)) bajo la hipéte-
sis de induccién que dice que, para 1 < j < g;, si A; = u; : s entonces se tiene

bexp (T1 FT Po1(lo)lr,), -, Tp R qbp([a(uj)]Te)). Como por la suposicion se tiene ¢;, tam-

bién se cumple [Al]g A A [Aql.](ﬁT = [Ao](ﬁj donde, para0 < j < g;,

A e bew (T2 +7 d1(lo@)Ir,), ..., Ty 7 @p(lo(uplr,)) siAj=u;:s
Jlo T, + a(A)) en otro caso.

Notese que, paral < j<g;,

e SiAj=(uj:s), entonces [A j](ﬁ7 se cumple por la hipétesis de induccién.
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e SiA; # (uj : s), entonces [A j]ﬁ se cumple por la suposicién.

De esta manera [Ao]g, esto es, bexp(T1 +7 ¢1([o(w)]r,), - - -, T, F7 ¢p([o(w)]r,)), también se
cumple. Finalmente, como T, + t = o(w), por la proposicién 3.12, tenemos que bexp(T; F7
o1([tlT,), .-, Ty FT ¢p([t]r,)) como se debia demostrar. O

Un principio de andlisis por casos (case®) puede definirse de manera completamente
anéloga a (ind"), con casi idéntica demostracién. Para probar un enunciado metal6gico
utilizando este principio debemos demostrar que el enunciado se cumple para todos los
casos sin valernos de asunciones como las de la hipétesis de induccién; esto se refleja
modificando ligeramente la definicién de [A ]-]ﬁ:

[A ,]b a bEXP (Tl wa ¢1([M(5]T€), ., Tp v (Pp([”(B]Te)) 5ii=0
| et Aj(F) en otro caso.

Proposicién 3.14 Sea T = {Ti}ic1.p) = {(Qi, Ei)}ier1.p) un multiconjunto finito de teorias en
MT". Sea s un tipo en algiin (Se), e € [1.p]l y k € K, y sea Cr,51 = {C1,...,Cy} el conjunto de
sentencias en E, que especifican s, es decir, aquellas C; de la forma

V(Xl,...,xri).A() ifA1 A ... /\Aliil

donde, para 1 < j < r;, x; pertenece a una familia ki, y Ao es w : s para algiin término w de la
familia k.

Entonces, para todo multiconjunto de férmulas atomicas {pi(x)he(1.p), donde cada ¢y(x) es
una (X5, T")-formula atémica con variable x de la familia k, y expresion booleana bexp, se cumple
el siguiente enunciado metaldgico:

11[11 VAN 110,1
= Vte Ty, (Te b t:5 = bexp(T1 v p1([HIn), ..., Tp 7 dp((tlT,))),

donde, para1 <i<nyC;enE,, ; es
Vi € Ty, -V, € Trp, - [Al° A A AL = [Ao]

y,para0<j<g;

A { bexp (T1 +7 ¢1([u(®lr), .., Ty 7 @p([u(Blr,)) sij=0

T, + Aj(F) en otro caso.

Por dltimo, enunciamos y demostramos una proposicién que resulta muy ttil pa-
ra probar enunciados metalégicos ya que permite, normalmente en conjuncién con la
proposicién 3.12, reducirlos a una forma en la que poder aplicar (ind™).

Proposicion 3.15 Sea T = {Ti}ie[1.p) = {(Qi, Elieq1.p) un multiconjunto finito de teorias en
MT . Sean Ty, Ty, teoriasenT y s un tipo en algiin (S,,)x, k € K. Entonces, para todo multiconjunto
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finito de férmulas atomicas {¢1(x)}ie[1.p), donde cada ¢i(x) es una (L;,T")-formula atomica con
variable x de la familia k, y expresion booleana bexp, el siguiente enunciado metalégico se cumple:

VEE Ty, ko [T+ 5 = bexp(Ty +7 a([Hr,), ..., Tp v §p((t]r,))]
= Vte Tr g [Tu +7 [tr, 15 = bexp(Ty +7 @u(tlr,), .. Tp ¥ p((tlr,))] -

Demostracién. Supongamos que se tiene el antecedente del enunciado y veamos que se
ha de cumplir el consecuente. Sea t € Ty, ; un término tal que Ty, +7 [t]1, : 5. N6tese
que Ty, v [t]1, : s implica que existe un término ¢’ € Ty, N Ty, r talque Ty ' : sy
Ty+t=+t.Comot €Ty, ryTmt’ t :s,yestamos suponiendo que el antecedente se
cumple,

bexp(Ty v d1(I15,), -, Tp v p(['1r,))

lo que, como t' € Ty, x y Ty +7 t = ', por la proposicién 3.12 implica que

bexp(T1 v o1tz -, Ty +7 @p(tlr,)) -

a

Ejemplo 3.1 Para ilustrar el uso del principio inductivo vamos a demostrar la propiedad
(3) en la definicién de teorias intercambiables con respecto a INT2 e INT1, que recordemos
se expresaba mediante la afirmacion metalégica

Vt € Tryronun-(INT2 F £ : Int = INT1 + [t]gyr; @ Int),

donde I es el multiconjunto {INT1, INT2}.

Demostracién. Por (ind"), podemos probar este enunciado mostrando:

INTL H [0 @ Int A (3.4)
VN € TINTZ,Num-(INT]- I-I [N]INTZ :Int = INT1 |-[ [S(N)]INTZ : Int) A (35)
VYN € TINTZ,Num-(INT]- I-I [N]INTZ :Int = INT1 |-[ [p(N)]INTz : Int) . (36)

Por la proposicién 3.12(3), se tiene (3.4). Las demostraciones de (3.5) y (3.6) son parecidas
y aqui solo mostramos la de (3.5). Nétese que, por la proposicién 3.15, (3.5) se cumple si

VYN e TINTl,Num'(INT]- + N :Int = INT1 }-I [S(N)]INTZ : Int),
que, por la proposicién 3.12(2), es equivalente a
VYN e TINTl,Num-(INTl + N :Int = INT1 I-I [S([N]INTl)]INTZ : Int) .

Para demostrar esta tltima implicacién podemos usar de nuevo (ind") (pero nétese que
ahora estamos razonando sobre INT1) y reducir su prueba a demostrar

VYN € TINTl,Num-(INTl + N :Nat = INT1 I-I [S([N]INTl)]INTZ : Int) A (37)
VYN € TINTl,Num-(INTl FN: Neg = INT1 I-I [S([N]INTI)]INTZ : Int) . (38)
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Las demostraciones de (3.7) y de (3.8) son parecidas y aqui mostramos solo la de (3.8).
Por (case™) y la proposicion 3.12(2), podemos reducir (3.8) a:

INT1 + [s(®)]mr2 : Int A (3.9)
VN € Tinr1nun-(INT1 - N : Neg = INT1 + [s(p(N))]mrz : Int).  (3.10)

Por la proposicion 3.12(3), se tiene (3.9). En cuanto a (3.10), sea N € Tyr1yum Un término
tal que INT1 + N : Neg. Notese que N € Tiyrznum Ya que INT1 e INT2 tienen la misma
signatura a nivel de familias. Finalmente, como INT2 + s(p(N)) = N se sigue que INT1 =
[s(@(N)) ]2 : Int. O

3.6.3 Reflexion en la légica de pertenencia extendida

Para representar y razonar sobre nuestra definicién de relacién de derivacién exten-
dida, definimos una nueva teorfa U}, que extiende la teoria universal Uyg; con un
operador binario

op _in_ : [Term] [MelTheory] -> [Term]

que nos sirve para representar la clase de equivalencia de un término en una teoria en la
l6gica de pertenencia.

Con este operador podemos ahora definir una funcién de representaciéon (1) para
términos extendidos que, como muestra la proposicién 3.16, cumple la propiedad espe-
rada. Sea T = {Ti}ieq1.p] = {(Qi, Ei)}ief1.p) un multiconjunto finito de teorias en M7 . Para
todo término t € T;(X):

v(x, E) sit es una variable x en la familia k
t= f[tlr certnl Sit:f(tl,...,tn)
inT sit=[t]r.

Con el operador _in_ podemos escoger el término que mds nos convenga en una clase
de equivalencia; ahora, la relacion de derivacién extendida se refleja en U, por medio
de las ecuaciones:

ceq (Q E) | - applyC(C t in (Q E)) : 5 if none = true
if parse(t Q k) = true
/\ parse(t Q k) = true
/\ (Q E) I—t—t 1fnone=true
/\ (Q E) |- applyC(C t) : 5 if none = true .

ceq (Q E) |- applyC(C t in (Q E )) = t if none = true
if parse(t Q k) = true
/\ parse(t Q k) = true

/\ (Q E) |-t = 7 oif none_lz true
/\ (Q E) |- applyC(C f) =1 if none = true .
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ceq (ﬁ,f) I—j,’ = a_pplyC(E,f in (ﬁl,f’)) if none = true
if parse(t ,Q,k) = true
/\ parse(f”,ﬁ/,%) = true
/\ (Q,,_E/) |—_’f =7 if none = true
/\ (Q,E) |-t = applyC(C,t ) if none = true .

Proposicién 3.16 Sea T = {Ti}ic1.p) = {(Qi, Eilier1.p) un multiconjunto finito de teorias en
MT, donde Q; = (K, Z;, S;). Se tiene entonces, para toda teoria T; € T, término t € Tg,k y tipo s
en (Si)k/ ke K,

T+ t:s & U}, +(T;|-t:5if none) = true.

Del mismo modo, para cualesquiera términos t,t' € T;f o keKk,
17

Ti+7 t=¢ — U} I—(Til—f:f, if none) = true.
MEL

Demostracion. Por induccién sobre el nimero de términos de la forma [t]Tj en la férmula
atémica ¢. Sino hay ninguno, el resultado se tiene por la universalidad de Uyy;.. En el caso
inductivo, por la definicién 3.8 se tiene T; F ¢ siy solo si existe t’ € Ty, ;N ng,k tal que

T;i +7 ¢[t'l,y T + t = ¥'. Porla hipGtesis de induccién, Uy, + (T; |- ¢[t'], ifnone) = true,
y por el teorema 3.1, Uy F (T |- = if none) = true. El resultado se sigue entonces
aplicando una de las tres ecuaciones que se han afiadido en U}, . O

3.6.4 Un principio inductivo para razonamiento légico

Estamos ya preparados para demostrar el resultado principal de esta seccién, concre-
tamente, que hay una clase de metateoremas sobre la l6gica ecuacional de pertenencia
que pueden ser representados y demostrados légicamente como teoremas sobre el mo-
delo inicial de la teoria U}, . Como corolario obtendremos un principio de razonamiento

inductivo (ind") para demostrar ldgicamente metateoremas sobre clases de teorias en la
l6gica de pertenencia.

Para simplificar la presentacién del material siguiente vamos a introducir alguna no-
tacion adicional. Sea 7~ = {Ti}ie1.p) = {(€i, Ei)}ie[1.p) un multiconjunto finito de teorias en
MT, donde Q; = (K, L;, S;). Para toda teorfa T; € 7 y término t € Tg(X), denotamos

mediante 7 la metarrepresentacion de t, pero ahora cada variable x € X ha sido susti-
tuida por otra variable x' en la familia [Term] (para la que normalmente escribiremos

simplemente x) y denotamos por X el conjunto X & (x| x € X}. Por ejemplo, para
el término x : [Nat] + (y : [Nat] — 0), cuya metarrepresentacion se da en la pagina 34, se
obtiene

consM(’_,consM(’+,consM(’_,nilM)))
[consTL(x : [Term],
consTL (consM(’_,consM(’-,consM(’_,nilM)))
[consTL(y : [Term],
consTLC’O®[nilTL] ,nilTL))],nilTL))]
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Ahora para toda teoria T; € 7 y afirmacién de pertenencia ¢ : s, con t un término en
T;_(X) y s en algtn (S;)x, definimos

X . e, X -
t:s " =(T; |-t :sifnone) = true,

y, del mismo modo, para toda ecuacién t = t, con t, t’ en Tg(X),
f=r 2 (T -1 27" if none) = true.

Ahora podemos definir una funcién de representacién para enunciados metalégicos
que satisfacerd la propiedad esperada, como se demostrara en la proposicién 3.17 més
abajo.Sea T = {Ti}ie(1.p) = {(€2i, Ei)}ie[1.p) un multiconjunto finito de teorfas en M7, donde
Q; = (K Z;, Si). Sea {ky, . . ., ky} un multiconjunto finito de familias, donde cada k; pertenece
aK,seaX = {xi,...,x,} un conjunto finito de variables, donde cada x; pertenece a la familia
ki, y sea T un enunciado metalégico de la forma

Yt € Te gy -+ Yty € Ty, p, - bexp(Ty 7 (D), ..., Ty v7 ¢p(8), (3.11)
donde cada ¢;(%) es una (X;, 7")-férmula atémica con variables en ¥. Definimos entonces

T = Vx;. ...Vxn.((parse(xl,T_l,E) =trueA...A parse(xn,T_n,E) = true)
—T 4 —(TpAl
= bexp(¢1() .. 0p@) ),

donde {x1, ..., x;} son ahora variables en la familia [Term]. La férmula 7 es una férmula
en la l6gica (heterogénea) de primer orden, pero no en la l6gica de pertenencia.

Noétese que la clase de los enunciados metalégicos de la forma (3.11) incluye, por
ejemplo, todas las instancias de la propiedad (1) en la definicién 3.4, y de las propiedades
(1) y (3) en la definicién 3.5. En particular, el enunciado metaldgico (3.1) se representa en
U}, como la férmula

VN.((parse(N,INT2,Num) = true)
= (INT2 |-N: Int if none = true) = (INT1 |- (N in INT2) : Int if none = true)),

donde N es una variable en la familia [Term].

Proposicién 3.17 Sea T = {Tilic1.p) = {(Qi, Eilier1.p) un multiconjunto finito de teorias en
MT ", donde Q; = (K, £;, S;). Para todo enunciado metalogico t de la forma (3.11), T se cumple si
ysolosi Ul kT.

Demostracion. Primero demostramos la implicacién de izquierda a derecha. Supongamos
que se cumple Ty seao : {x1,...,X,} — TUK/IEL una sustitucion tal que, paral <i<mn,

Uy, B parse(o(xi), T; ki) = true;
debemos demostrar que

———1A )

Ul B o (bep@@ o 5@ )



68 CarituLo 3. REFLEXION

Notese que, como parse (o(x;), T E) es un término cerrado,
Ur ., E parse(a(x;),Ti, k) = true,

lo que por la completitud de la l6gica de pertenencia implica
UZ,, + parse(o(x;),T;, k) = true.

De esta manera, por la proposicién 3.5 sabemos® que, para 1 < i < n, U}, + o(x;) = w;
para algtn w; € Ty, i, y que entonces

o(bexp@@ @)

esigual a
[ p 0]

—_,[Ty@
bexp(¢p1(w) L Pp(@) ),
en el modelo inicial de U}, . Por la proposicién 3.16, para1 < I < p, T; 7 ¢(@) si y solo si
—— (10 —— 1.0 ) s .
U + i) : que, a su vez, al ser ¢;(w) " tna férmula atémica cerrada, es equivalente

——)[T 2 . = -
a Uy, B ¢(w) : ; como estamos asumiendo que bexp(T; F7 P1(@),..., Ty F7 Pp(w)) se
cumple, tenemos finalmente que

———1.0 (Tp.0]
U, B bexp(@n(@) -, p(@) ),
como se exigia.

La demostracién de la otra implicacion es esencialmente la inversa de la anterior,
considerando para términos wj, ..., w, cualesquiera la sustituciéon o : {xy,...,x,} —
T dada por o(x;) = w;, paral <i < n. O

UI):/IEL p ( l) 1/P =t =

Como corolarios de la proposicién 3.17 podemos demostrar las versiones “reflexivas”
de las proposiciones 3.12 y 3.13, que denotamos respectivamente como proposiciones 3.12
y 3.13. Ambas se obtienen reemplazando cada enunciado metalégico ¢ por la represen-
tacion ¢ en UY,, definida en la pagina 67. Naturalmente, esto resulta fundamental para
nuestros propositos porque nos da autométicamente un principio de razonamiento in-
ductivo (ind*) y otro de anélisis por casos (case*) para demostrar enunciados metalégicos
sobre teorias en la 16gica de pertenencia representadas como enunciados 16gicos en U}, .

En particular, (ind") resulta ser la férmula

VI

= Vx.(parse(x,T,,k) = true = (f:5 "

— bexp(@i () L b)),

siendo cada 1); a su vez la representaciéon en U}, de cada caso inductivo.

2La proposicién 3.5 en realidad se aplica a Uygr, pero como U%, ., la extiende con solo tres ecuaciones

que no afectan a parse, en ella se cumple un resultado analogo.

MEL
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Ademads, como las proposiciones 3.12 y 3.13 son reflejo de (3.12) y (3.13), las pruebas
metaldgicas que hagan uso de estas tltimas también seran reflejadas por las correspon-
dientes pruebas légicas. Como ejemplo, a continuacién probamos ldgicamente, utilizan-

do el principio (ind"), que INT2 satisface la propiedad (3) de intercambiabilidad con
respecto a INT1. Para aligerar la notacién, utilizaremos T |-t:f como abreviatura de
T|-%:f if none y omitiremos consTL y nilTL en las listas de términos.

Ejemplo 3.2

Uk B VYN.((parse(N,INT2,Num) = true)
— (INT2 |-N: Int = true) = (INT1 |- (N in INT2) : Int = true)),

donde N es una variable de la familia [Term].

Demostracién. Aplicando (ind") es suficiente demostrar

U¥,, B (INT1|-(0 in INT2): Int = true) (3.12)
A
VN.(parse(N,INT2,Num) = true (3.13)

— (INT1 |- (N in INT2) : Int = true)
— (INT1 |- (S[N] in INT2) : Int = true))
A
VN.(parse(N,INT2,Num) = true (3.14)
= (INT1 |- (N in INT2) : Int = true)
= (INT1 |- (p[N] in INT2) : Int = true)),

donde N es una variable de la familia [Term]. Noétese que (3.12) se cumple por la proposi-
cién 3.16 (utilizando la correccién del célculo de derivacion de la l6gica de pertenencia).

En cuantoa (3.13) y (3.14), sus demostraciones son parecidas por lo que solo mostramos
la de (3.13). Por la proposicién 3.15, se tiene (3.13) si

Ur, B VN.(parse(N,INT1,Num) = true (3.15)
= (INT1 |- N: Int = true)
= (INT1 | - (S[N] in INT2) : Int = true)),

que, por la proposicién 3.12, es equivalente a

Ur.. B VN.(parse(N,INT1,Num) = true (3.16)
— (INT1 |- N : Int = true)
— (INT1 |- (S[N in INT1] in INT2) : Int = true)).
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Para demostrar (3.16) podemos usar de nuevo (ind") y reducirlo a:

Ur.. B VYN.(parse(N,INT1,Num) = true (3.17)
— (INT1 |- N : Nat = true)
= (INT1 |- (S[N in INT1] in INT2) : Int = true))
A
VN.(parse(N,INT1,Num) = true (3.18)
= (INT1 |- N : Neg = true)
= (INT1 |- (S[N in INT1] in INT2) : Int = true))

Las pruebas de (3.17) y (3.18) son parecidas y solo damos la de (3.18). Aplicando (case*) y
la proposicién 3.12, podemos reducir (3.18) a:

U}, F INT1|-(S[0] in INT2): Int = true (3.19)
A
VN.(parse(N,INT1,Num) = true (3.20)

— (INT1 |- N : Neg = true)
= (INT1 |- (S[p[N]] in INT2) : Int = true))

Noétese que (3.19) se cumple por la proposicion 3.16. En cuanto a (3.20), sea 0 : {N} —

TUK/IEL una sustitucion tal que (parse(o(N),INT1,Num) = true) y (INT1|-o(N): Neg =

true) se cumplen en el modelo inicial de U}, . Entonces, por la proposicién 3.5, 6(N) = N

para algtn término N en la familia Num y, por el teorema 3.1, INT1 + N : Neg. Por tltimo,
como INT2 + s(p(N)) = N por la proposicién 3.16 se tiene que

U, & INTI |- (S[P[N1] in INT2) : Int = true.

3.7 Conclusiones y comparacién con resultados anteriores

El trabajo sobre reflexién aqui discutido generaliza y extiende el trabajo previo sobre
reflexién en la 16gica de reescritura de Clavel (2000), Clavel y Meseguer (2002) y Palomino
(2001Db).

Los resultados presentados aqui generalizan los resultados previos sobre reflexiéon en
la 16gica de reescritura a su variante mas general, concretamente al caso de teorias de
reescritura condicionales cuya légica ecuacional subyacente es la l6gica de pertenencia.
Para simplificar la demostracién de la correccién de la teoria universal, sin embargo,
hemos adoptado un enfoque distinto en su definicién. Esencialmente, tanto en Clavel
(2000) como en Clavel y Meseguer (2002) una derivaciéon de la forma T + t — ' se
reflejaba como U + (T, 1) — (T, Z,). De acuerdo con esto, la regla (Transitividad) no
tenia que ser reificada explicitamente en la teoria universal porque, si T + t; — f3
se demostraba por transitividad a partirde T + ty — t, y T + t — t3, entonces se
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seguia que U + (T, ;) — (T, ;) también se podia probar por transitividad a partir de
U (T, 1) — (T 1) yUr (T, ;) —> (T,13). En nuestro enfoque actual, en cambio, una
derivacion de la forma T + t —> t’ se refleja como U + (T |-t=> ) — true y la regla
(Transitividad) (y también la regla (Simetria) en el caso de la 16gica de pertenencia) tiene
que ser explicitamente reificada en la teoria universal.

Los resultados presentados extienden de manera natural resultados previos enlégica de
reescritura a otras légicas relacionadas como son las l6gica de pertenencia, heterogénea y
de Horn con igualdad. Las extensiones son muy naturales en el sentido de que las teorfas
universales propuestas estdn a su vez relacionadas. En este sentido estos resultados
arrojan algo de luz sobre la cuestién de cémo se relacionan las teorias universales de
l6gicas relacionadas. Ademas, estos resultados proporcionan un fundamento l6gico para
lenguajes reflexivos y herramientas basadas en estas 16gicas, y en particular para el propio
lenguaje Maude.

Por ultimo, el trabajo de la seccién 3.6 constituye tanto un desarrollo como una apli-
cacion de la metodologia reflexiva propuesta en Basin et al. (2004) para metarrazonar
formalmente utilizando la l6gica de pertenencia. Los principios de metarrazonamiento
alli introducidos exigen trabajar sobre teorias relacionadas por la relaciéon de inclusién;
nosotros hemos eliminado esa restriccion, lo que incrementa considerablemente su apli-
cabilidad.

Una de las ventajas del metarrazonamiento formal utilizando reflexién es que se
puede llevar a cabo utilizando herramientas de razonamiento 16gico ya existentes. En esta
direccién, existen planes para extender el ITP con capacidades de metarrazonamiento y,
de hecho, ya se han realizado algunos experimentos de este tipo utilizando un interfaz
para interactuar con el ITP.






Capitulo 4

Abstraccion

A la hora de especificar un sistema se pueden distinguir dos niveles diferentes:

e un nivel de especificacion de sistema, en el que se especifica el sistema computacional
en el que uno esté interesado, y

e un nivel de especificacion de propiedades, en el que se especifican todas aquellas pro-
piedades que sean relevantes.

El principal interés que tiene la l6gica de reescritura es que proporciona un marco muy
flexible para la especificacién a nivel de sistema de sistemas concurrentes, como demuestra
la abundante bibliografia que se puede encontrar en Marti-Oliet y Meseguer (2002b).

Un problema surge, sin embargo, a la hora de verificar qué propiedades satisfacen
dichos sistemas. Para aquellos cuyo conjunto de estados alcanzables es finito se puede
utilizar una herramienta como el comprobador de modelos de Maude para estudiar sus
propiedades en la 16gica temporal lineal. Desafortunadamente, esta solucién no esté dis-
ponible para sistemas infinitos o con un niimero muy grande de estados. En este capitulo
presentamos una técnica muy sencilla para resolver este problema en determinadas si-
tuaciones, que consiste en afiadir ecuaciones a la especificacién original para colapsar el
conjunto de estados y hacer que pase a ser finito.

4.1 Especificacion de sistemas en 16gica de reescritura y compro-
baciéon de modelos

Recordemos del capitulo 2 que los sistemas computacionales se axiomatizan en la
l6gica de reescritura por medio de teorias de reescritura R = (X, E, R); sus estados vienen
dados por el tipo de datos Ty asociado a la teoria ecuacional (X, E) y una familia k
distinguida, y las transiciones quedan descritas por las reglas condicionales en R. Estas
teorfas, ademads, se pueden especificar y ejecutar en Maude utilizando médulos de sistema.

Como se avanz6 en la seccién 2.4.4, esta descripcién se puede complementar con
informacién sobre las distintas propiedades que se satisfacen en cada estado. De hecho,
una caracteristica atractiva de la 16gica de reescritura es que ofrece una integracién fluida
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entre los niveles de especificacién de sistema y de propiedades porque podemos especi-
ficar los predicados de estado relevantes ecuacionalmente, lo que determina la funcién de
etiquetado Ly y la semdntica de las férmulas en l6gica temporal de manera tnica. Para
asociar propiedades en una légica temporal a una teoria de reescritura R = (X, E U A, R)
con una familia distinguida k de estados solo necesitamos hacer explicitos los predicados
de estado relevantes I, que no tienen por qué ser parte de la especificacién del sistema
R. Los predicados de estado IT pueden definirse mediantes ecuaciones D en una teoria
ecuacional (X', EUAUD) que extienda (X, EUA) de manera conservadora; de manera pre-
cisa, el tnico Z-homomorfismo Ts/cua — Tx//cuaup inducido por la inclusién de teorias
(X,EUA) C (X', EUAUD) deberia ser biyectivo para cada tipo s en X. También asumimos
que (X', E U D) contenga la teoria BOOL de valores booleanos de la misma manera con-
servadora. La sintaxis que define los predicados de estado consiste en una subsignatura
IT € ¥’ de operadores p con la forma general p : s1...s5, — Prop (donde Prop es el tipo
de las proposiciones), lo que refleja el hecho de que los predicados de estado pueden ser
paramétricos. La semdntica de los predicados de estado I se define con las ecuaciones D
mediante un operador _ | _: k Prop — Bool en ¥’. Por definicién, dados los términos
cerrados uy, ..., u, decimos que el predicado de estado p(uy, ..., u,) se cumple en el estado
[t] siy solo si
EUAUDF VOt Ep(uy, ..., uy) = true.

Ahora podemos asociar a R una estructura de Kripke K (R, k)1, cuyas proposiciones
atémicas son las contenidas en el conjunto

APr1 = {0(p) | p € Il y O sustitucién cerrada},

donde, por convencion, si p tiene n pardmetros, O(p) denota el término O(p(xy, ..., xy)).

La estructura de Kripke asociada a una teoria de reescritura R y predicados de estado
IT queda entonces definida por K(R, k)1 = (Tx gk, (—>;Q k)', L), donde

Lr([t]) = {0(p) € APr1 | O(p) se cumple en [t]}.

En la practica querremos que la igualdad t |= p(uy, ..., u,) = true sea decidible. Esto se
puede conseguir especificando ecuaciones E U D que sean Church-Rosser y terminantes
moédulo A. En tal caso, si comenzamos con una teoria de reescritura ejecutable Ry defi-
nimos predicados de estado decidibles en la forma que acabamos de mencionar, lo que
obtenemos es una estructura de Kripke computable que, en caso de tener un conjunto de
estados alcanzable finito, se puede utilizar con un comprobador de modelos. (Sobre la
computabilidad de las estructuras de Kripke se dird mucho mds en el capitulo 5.)

Para continuar ilustrando el uso de la 16gica de reescritura como marco para la especi-
ficacién tanto a nivel de sistema como de propiedades, asi como para motivar el desarrollo
posterior sobre abstracciones, vamos a utilizar como ejemplo el protocolo de la panaderia
de Lamport (1974).

El protocolo de la panaderia es un protocolo con un ndmero infinito de estados que
consigue exclusién mutua entre procesos que compiten por acceder a una region critica;
a cada proceso se le asigna un nimero y se les atiende de manera secuencial comenzando
por aquellos cuyo ntimero sea menor. Una especificacién sencilla en Maude para el caso
en el que se tienen dos procesos es la siguiente:
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mod BAKERY is
protecting NAT .
sorts Mode State

ops sleep wait crit : -> Mode
op <_,_,_,_> : Mode Nat Mode Nat -> State .
op initial : -> State

vars P Q : Mode
vars X Y : Nat .

eq initial = < sleep, 0, sleep, O > .

rl [pl_sleep] : < sleep, X, Q, Y > => < wait, s Y, Q, Y > .
rl [pl_wait] : < wait, X, Q, ® > => < crit, X, Q, 0 > .
crl [pl_wait] : < wait, X, Q, Y > => < crit, X, Q, Y > if not (Y < X)
rl [pl_crit] : < crit, X, Q, Y > => < sleep, 0, Q, Y > .
rl [p2_sleep] : < P, X, sleep, Y > => < P, X, wait, s X > .
rl [p2_wait] : < P, 0, wait, Y > => < P, 0, crit, Y > .
crl [p2_wait] : < P, X, wait, Y > == < P, X, crit, Y > if Y <X .
rl [p2_crit] : < P, X, crit, Y > => < P, X, sleep, 0 > .
endm

Esta especificacién corresponde a una teoria de reescritura R = (X, E, R), donde (X, E)
importa la teorfa ecuacional de los ntimeros naturales NAT y la signatura X~ contiene ademas
los tipos Mode y State, con las constantes sleep, wait y crit como tnicos operadores
cuyo rango es Mode. Los estados se representan mediante términos de tipo State, que
son construidos por un operador <_, _, _,_>; las dos primeras componentes describen la
situacién en que se encuentra el primer proceso (el modo de funcionamiento en el que
estd en estos momentos y su prioridad, dada por el niimero segtn el cual sera atendido)
y las dos tltimas la situacién del segundo. E consiste simplemente de las ecuaciones
importadas de NAT més la ecuacion que define el estado initial. R contiene ocho reglas
de reescritura, cuatro para cada proceso. Estas reglas describen como cada proceso pasa
de estar durmiendo (sleep) a estar esperando (wait), de esperando a su seccién critica
(crit) y de nuevo vuelta a dormir. Naturalmente, en este caso la familia escogida para
los estados es [State].

Dos propiedades béasicas que podemos querer verificar son:

1. exclusion mutua: los dos procesos no se encuentran nunca simultdneamente en sus
regiones criticas; y

2. vivacidad: cualquier proceso que se encuentre en modo de espera terminard entrando
en su region critica en algtin momento.

Para especificar estas propiedades es suficiente con especificar en Maude el siguiente
conjunto I'T de predicados de estado:

mod BAKERY-CHECK is
inc MODEL-CHECKER .
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inc BAKERY .
ops lwait 2wait lcrit 2crit : -> Prop .

vars P Q : Mode .
vars X Y : Nat .

eq (<P, X, Q, Y> |=1lwait) = (P == wait)
eq (<P, X,Q, Y> |=2wait) = (Q == wait)
eq (<P, X,Q, Y> |=1lcrit) = (P == crit)
eq (<P, X,Q, Y> |=2crit) = (Q == crit)
endm
donde _==_ es el predicado de igualdad, que se cumple para dos términos cerrados bajo

las hipétesis de Church-Rosser y terminacién si sus formas candnicas son iguales y es

falso en caso contrario'. La propiedad de exclusién mutua se expresa entonces mediante
la férmula temporal
[17 (lcrit /\ 2crit)

y la de vivacidad mediante la férmula temporal

(lwait |-> 1lcrit) /\ (Qwait |-> 2crit),

donde [1, "y | ->sonrespectivamente los simbolos que utiliza el comprobador de modelos
para representar los operadores “siempre” O, negaciéon — y “lleva a” ~», este dltimo
definido como ¢ ~+ 1 siy solo si ¢ — .

Desafortunadamente, sin embargo, no podemos utilizar directamente el comprobador
de modelos de Maude con estas formulas ya que el conjunto de estados alcanzables desde
initial (que se defini6 en el médulo BAKERY) es infinito. Un proceso podria querer acceder
a la region critica y para ello recibirfa el nimero 1. Antes de que acceda, el otro proceso
podria solicitar entrar también y se le asignaria el nimero 2. Una vez que el primer
proceso deje libre la regién critica pierde su ntimero (el contador se reinicia a 0), pero si
volviera a solicitar entrar antes de que el otro proceso deje libre a su vez la regién critica
se le asignard otro niimero, que seréd el 3. El esquema podria repetirse indefinidamente,
ahora con el segundo proceso recibiendo el ntimero 4, luego el primero recibiendo 5, . . .

La alternativa que nos queda entonces es definir una abstraccion del sistema en la cual
solo se pueda alcanzar un ndmero finito de estados desde initial y entonces, ya si,
aplicar el comprobador de modelos. La manera de definir esa abstraccién serd el objeto
del resto del presente capitulo.

4.2 Simulaciones

Presentamos aqui una nocién de simulacion similar a la de Clarke et al. (1999), pero
algo mas general (las simulaciones en Clarke et al. (1999) se corresponden esencialmen-

'Por un metateorema de Bergstra y Tucker (1980), bajo tales hipétesis siempre se puede axiomatizar ==_
mediante un conjunto de ecuaciones Church-Rosser y terminante. Por conveniencia y eficiencia, Maude
computa de manera interna los predicados de igualdad mediante simplificacién ecuacional.



4.2. SIMULACIONES 77

te con nuestras simulaciones estrictas). Primero tenemos que definir simulaciones entre
sistemas de transiciones.

Definicién 4.1 Dados dos sistemas de transiciones A = (A, —a) y B = (B, —>g), una simu-
lacién de sistemas de transiciones H : A — B es una relacién binaria H C A X B tal que si
a =g a’ y aHb entonces existe un b’ € B tal queb —g b’ y a’Hb'.

Decimos que H es una simulacion total si la relacion H es total. Un morfismo de sistemas
de transiciones H es una simulacién total tal que H es una funcién®. Si tanto H como H™! son
simulaciones, entonces decimos que H es una bisimulacion.

Graficamente, el requisito de simulacion se puede representar ast:

a —qg a
H H
b —g 4

Las simulaciones de sistemas de transiciones H se extienden de manera natural a los
caminos definiendo tHp si nt(i)Hp(i) para cada i € IN.

Definicién 4.2 Dadas dos estructuras de Kripke A = (A,—a,La) y B = (B, >3, Lg) sobre
el mismo conjunto AP de proposiciones atémicas, una AP-simulaciéon H : A — B de A por
B viene dada por una simulacion H : (A, —>a) — (B, —g) entre los sistemas de transiciones
subyacentes tal que si aHb se cumple también Lg(b) C La(a).

Decimos que H es un AP-morfismo si su simulacion de sistemas de transiciones subyacente es
un morfismo. Decimos que H es una AP-bisimulacién si Hy H™! son AP-simulaciones. También,
llamamos a H estricta si aHb implica que Lg(b) = La(a). Nétese que toda AP-bisimulacion es
necesariamente estricta.

Elhecho de que H : A — B sea una simulacién de sistemas de transiciones garantiza
que, para cada camino concreto en A que empiece en un estado relacionado con otro en
B, existe un camino que lo simula en B. La segunda condicién implica que un estado en 8
puede satisfacer como mucho aquellas proposiciones atémicas que se cumplen en todos
los estados de A que simula.

Antes de continuar es interesante sefialar que esta definicion de simulacién entre
sistemas de transiciones, y por lo tanto la de AP-simulaciones, es muy general y ni siquiera
requiere que la relacién H sea total. Esto tiene algunas consecuencias quiza inesperadas:
por ejemplo, jla relacioén vacia es una bisimulacién de manera vacua! La nocién es natural,
sin embargo, en el sentido de que cada AP-simulacién surge de una AP-simulacién total
restringida a un cierto dominio de interés.

Definicién 4.3 Dados sistemas de transiciones A y B, decimos que A es un subsistema de B
siAC By —a C —g, Yy escribimos entonces que A C B. Decimos que un subsistema A es
completo en B si para todo a € A, siempre que a —g a’ se cumple quea’ € Aya >z a’.

2En lo que sigue todas nuestras funciones seran siempre totales, a menos que se indique explicitamente
lo contrario.
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Una estructura de Kripke A es una subestructura de Kripke de 8 si el sistema de transiciones
subyacente en A es un subsistema del subyacente en By ademds se tiene que Lg = Lg|a. Diremos
que es una subestructura completa si lo es al nivel de los sistemas de transiciones.

Observacién 4.1 Notese que si A es una subestructura de Kripke completa de 8 entonces
la inclusién i : A — B es una AP-bisimulacién.

Proposicién 4.1 Sea H : A — B una AP-simulacién. Entonces, para toda subestructura de
Kripke completa B’ C B se tiene que H™(8') = (H™'(B’), >a N H™'(B') x H"'(B'), Laly-1(3))
es una subestructura de Kripke completa de A. En particular, H-(B) es una subestructura de
Kripke completa de A.

Demostracién. Tenemos que demostrar tanto que la relacién de transicién es total como
que H™}(B’) es completa en A. Sea 4 un elemento de H™'(B’) tal que a — 4 4’ (que tiene
que existir porque — # es total). Por definicién, existe un elemento b € B’ tal que aHb.
Ahora, puesto que H es una simulacién, existe b’ € B tal que a’HbV' y b —g b’ y ademas,
como B’ es completa en B, se tiene que b’ € B'. De esta forma a’ € H™'(B'), =15 es

total y H"1(8') es completa en A. 0

Por lo tanto, cualquier AP-simulacién H : A — B se puede entender alternativamen-
te como una simulacién total H : H(8) — 8.

Como consecuencias sencillas de las correspondiente definiciones se tienen los si-
guientes resultados sobre simulaciones, que presentamos sin demostracion.

Lema 4.1 Si {H; : A — Blics es un conjunto de simulaciones de sistemas de transiciones (resp.
AP-simulaciones) se tiene que \J;c; Hi : A — B es una simulacion de sistemas de transiciones
(resp. una AP-simulacién).

Corolario 4.1 Para dos sistemas de transiciones cualesquiera (resp. estructuras de Kripke) Ay B
existe una simulacion de sistemas de transiciones (resp. AP-simulacion) mdxima, en el sentido de
que contiene a cualquier otra tal. En ocasiones podria tratarse de la simple simulacion degenerada
vacia.

Lema4.2 SiF: A— ByG: B — Csonsimulaciones de sistemas de transiciones (resp. AP-
simulaciones) entonces su composicion GoF es también una simulacion de sistemas de transiciones
(resp. AP-simulacion).

Corolario 4.2 Para cualquier sistema de transiciones (resp. estructura de Kripke) A existe una
bisimulacion maxima H : A — A de sistemas de transiciones (resp. AP-bisimulacion), que es
siempre una relacion de equivalencia.

Noétese quela funciénidentidad 1.4 : A — Aes trivialmente un morfismo de sistemas
de transiciones y un AP-morfismo para todo conjunto de proposiciones atémicas AP. Por
lo tanto, por el lema 4.2, los sistemas de transiciones junto con sus simulaciones definen
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una categoria TSys. De la misma manera, las estructuras de Kripke junto con las AP-
simulaciones definen una categoria® KSimup, con dos correspondientes subcategorias
KMap ,,y KBSim,p cuyos morfismos son, respectivamente, los AP-morfismos y las AP-
bisimulaciones. Naturalmente también hay una subcategoria KSim®;, de AP-simulaciones
estrictas y correspondientes subcategorias KMap®;, y KBSim%}, = KBSim4p. Notese que
si H es un isomorfismo en KSim/p entonces debe ser simultdneamente un AP-morfismo y
una AP-bisimulacién. Por tltimo, la aplicacion (A, — 4, La) = (A, —4) se puede extender
a un funtor de olvido TS : KSim,p — TSys.

4.3 Las simulaciones preservan propiedades

La caracteristica fundamental que nos va a interesar de las AP-simulaciones es que
reflejan la satisfaccién de una clase apropiada de férmulas. (jNo confundir esta nociéon
con la idea de reflexién del capitulo 3!) Como se mencioné en el capitulo 2, la 16gica que
vamos a utilizar para expresar propiedades de sistemas es ACTL", lo que apunta a que
sean precisamente las formulas de esta l6gica las que se vean reflejadas. A veces, sin em-
bargo, para evitar introducir de manera implicita cuantificadores universales resulta mas
conveniente restringirse al fragmento ACTL"\~(AP) de ACTL"(AP) libre de negaciones,
que se define como sigue:

férmulas de estado: p=peAP|T|L|lpVelepAp|Ay
férmulas de camino: Y =@ [P VY|P AP [ XY |[PUYP | YRY | GY | FY.

Nuestra generalizacion de la definicién de simulaciones en la pagina 77 y la distinciéon
entre AP-simulaciones estrictas y no estrictas se hizo ya con esta l6gica en mente.

Escribimos State\—-(AP) y Path\—(AP) para denotar los conjuntos de férmulas de es-
tado y de camino en ACTL"\—(AP), respectivamente. Al ser ACTL"\- una subldgica de
ACTL", su semdntica sigue siendo la misma. Nétese que desde el punto de vista préctico
la restriccién a férmulas en ACTL"\— no supone una pérdida real de generalidad porque
siempre podemos transformar una férmula cualquiera en ACTL" en otra semanticamente
equivalente en ACTL"\—, simplemente mediante la introduccién de proposiciones atémi-
cas nuevas para representar la negacion de las originales. Para ello, consideramos el
conjunto de proposiciones atémicas extendido AP = APUAP, donde AP = {Plpe AP}y
construimos ¢ formando primero la forma normal negativa de ¢ (en la que todas las nega-
ciones se llevan al nivel de los &tomos) y reemplazando a continuacién cada 4&tomo negado

—p por p. Dada una estructura de Kripke A = (A, =4, L#), definimos A=A -z L3)
con L;;{(a) =La@) Uipe AP | p € La(a)}. Se tiene entonces que A,a E ¢ &/Z\(,a E .

Definicién 4.4 Una AP-simulacion H : A — B refleja la satisfaccion de una formula ¢ €
CTL*(AP) cuando:

o ¢ es una formula de estado y B,b k= ¢ y aHb implican que A, a | ¢; o bien

3Un lector que piense en términos de la teorfa de categorias puede reconocer la categoria de estructuras de
Kripke y AP-simulaciones como la categoria de morfismos parciales asociada a la categoria de las estructuras
de Kripke y AP-simulaciones totales tomando las subestructuras de Kripke completas como los subobjetos.
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o ¢ es una formula de camino y B, p = ¢ y nHp implican que A, 1 | .
El siguiente teorema generaliza ligeramente el teorema 16 en Clarke et al. (1999):

Teorema 4.1 Las AP-simulaciones reflejan siempre la satisfaccion de las férmulas en la 16gica
ACTL*\~(AP). Ademds, las simulaciones estrictas también reflejan la satisfaccion de las formulas
en ACTL*(AP).

Demostracién. Consideremos primero el caso no estricto. Sean H : AA — B una AP-
simulaciény a € Ay b € B elementos tales que aHb. Si 7t es un camino en A que comienza
en 4 es inmediato demostrar por induccién sobre la longitud de segmentos iniciales que
existe un camino p en B que comienza en b tal que mHp. Para toda férmula de estado ¢ y
férmula de camino i en ACTL"\—~(AP) se demuestra por induccién estructural simultanea
que B,b | @ implica A,a E ¢ y que B, p 1 implica A, t | ¢.

Cada uno de los casos es inmediato, por lo que consideramos solo algunos de ellos.
Para una proposicién atémica p, si 8,b k= p se tiene que p € Lg(b) y como Lg(b) C La(a)
al ser H una simulacién se sigue que A,a  p. Para probar los casos correspondientes
a los operadores T, V y A basta con aplicar la hipétesis de induccién. Si 8,0 E Ay,
entonces B, p’ | ¢ para todo camino p’ que comience en b. Sea entonces 77’ un camino
que comience enay, abusando de la notacién, sea H(7") un camino en 8 que comience en b
tal que i’ H H(7t"). Se sigue que 8, H(") | 1y por hip6tesis de induccion A, i’ | 1; como
esta relacion se satisface para todo camino que comience en a llegamos a que A, a | Ay.
Para los demés operadores temporales el esquema es el mismo. Por ejemplo, si B, p F Gy
se tiene que B,p' | ¢ para todo i de donde por hipétesis de induccién se sigue que
A, 7' E ¢y por lo tanto A, 7t E G

En el caso estricto, puesto que toda férmula es semanticamente equivalente a otra en
formal normal negativa, es suficiente con demostrar el teorema para estas. La demostra-
cién es como la del caso no estricto, aunque ahora ademés hay que considerar el caso —p.
Para el mismo tenemos que B, b = —p implica que p ¢ Lg(b) y como H es estrictap ¢ La(a)
yAakE -p. O

Este teorema es la base fundamental del método de comprobacién de modelos me-
diante abstraccién: dado un sistema M infinito (o0 demasiado grande), hay que encontrar
un sistema A con un conjunto de estados alcanzable finito que lo simule y usar un
comprobador de modelos para intentar demostrar que ¢ se cumple en A; si eso es asi,
entonces por el teorema 4.1, ¢ también se cumple en M. En general, sin embargo, uno
tan solo tiene el sistema concreto M y una funcién sobreyectiva h : M — A que lleva
estados concretos a un dominio abstracto simplificado A (normalmente finito). Entonces
estamos interesados en encontrar una estructura de Kripke a partir de & que sea la que
mejor simula M bajo determinadas condiciones. Clarke et al. (1994) definen el sistema de
transiciones minimal asociado a un sistema de transiciones My a una funcién sobreyectiva
h: M — A; usando nuestra nocién de simulacién esta se puede extender al nivel de las
estructuras de Kripke.
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Definicién 4.5 La estructura de Kripke minimal Mi; ., asociada a la estructura de Kripke M
y a la funcion sobreyectiva h : M — A viene dada por la terna (A, (h X h)(—= m), Lyg ), donde

(h X h)(— m) es la imagen de — pq por h'y LM;r’nin(a) = Nyen1(a) LM().
La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de las definiciones.

Proposicion 4.2 Para cualesquiera estructura de Kripke My funcion sobreyectiva h, h : M —
h 3 .
M . es un AP-morfismo.

El uso del adjetivo “minimal” es apropiado porque, tal y como se sefiala en Clarke
et al. (1994), Mf’n i, €8 la aproximacién més exacta a M que es consistente con h. Dentro de
nuestro marco esta afirmacién se puede expresar de manera precisa mediante la nocién
de morfismo opcartesiano de la teoria de categorias, como se verd en la seccién 6.2.

Los sistemas minimales también se pueden ver como cocientes. Sean A = (A, =4, L)
una estructura de Kripke sobre AP y = una relaciéon de equivalencia arbitraria sobre A.
Podemos entonces usar = para definir una nueva estructura de Kripke, A/=, dada por
(A/=,—>a/=,La=), donde:

e [11] —=a/= [a2] siy solo si existen a] € [a1] y 4} € [a] tales que a] — 5 a);
o La/=([a]) = Nyefq) Lax).

Es trivial comprobar que la funcién de proyeccion en clases de equivalencia g= : a — [a]
es un AP-morfismo g= : A — A/=, que llamamos abstraccién cociente definida por =.
De esta forma, una presentacion equivalente del sistema minimal es la expresada por la
siguiente proposicion.

Proposicion 4.3 Sean M = (M, — s, Lag) una estructura de Kripke y h : M — A una funcion
sobreyectiva. Entonces existe una AP-bisimulacion biyectiva entre las estructuras de Kripke an n
y M|/=y,, donde por definicion x =, y si y solo si h(x) = h(y).

Demostracion. Definimos f : M. — M/=, como f(h(x)) = [x]; por definicién de =, y ya
que h es sobreyectiva, f es una funcién biyectiva bien definida: necesitamos comprobar
que tanto f como f~1([x]) = h(x) son simulaciones estrictas.

Sia — M b, existen elementos x e y en M tales que h(x) =a, h(y) =byx =pm Yy, y
por lo tanto f(a) = [x] ==, [v] = f(b). De manera similar, si [x] — /=, [y] entonces
existen x” tal que h(x) = h(x’) e y’ tal que h(y) = h(y’), con X’ —xq y’, y por lo tanto
FD = he) = p hy) = £ ID.

Finalmente, p € L /=, ([x]) siy solosip € Ly(x’) para todo x” con h(x") = h(x), si'y solo
sipel M in(h(x)), y por lo tanto f y f~! son estrictas. 0

De esta forma, podemos realizar abstracciones bien mediante la aplicacién de estados
concretos en un dominio abstracto o bien, como haremos en la seccién 4.4, mediante la
identificacién de estados y trabajando de ahi en adelante con las correspondientes clases
de equivalencia.
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e ~ h
Por dltimo, hay que sefialar que aunque M .

siempre es posible conseguir una descripcion computable de M i La definicién de —

es la aproximacién mads precisa no

se puede reescribir como x — MY siy solo si existen a y b tales que h(a) = x, h(b) :mly
y a = b. Esta relacion, incluso en el caso de que — 5 sea recursiva, tan solo es en
general recursivamente enumerable (r.e. para abreviar). Sin embargo, en la seccién 4.4 se
desarrollan métodos ecuacionales que, cuando tienen éxito, dan lugar a una descripcién
computable de an -

4.4 Abstracciones ecuacionales

SeaR = (X, EUA, R) una teoria de reescritura. Un método bastante general para definir
abstracciones de la estructura de Kripke K(R, k)1 = (Tx/puak, (—>}{ )°, L) es mediante la
especificacién de una teoria ecuacional extendida de la forma

(Z,EUAYC (X, EUAUE).
Como esto define una relacién de equivalencia =g sobre Ty gy, dada por
[tleua =p [F]leua &= EVAUE +rt=t < [tlpuavr = [f']puave ,

obviamente podemos obtener nuestra abstraccién cociente como K (R, k)r;/=g y la llama-
mos abstraccion cociente ecuacional de K(R, k)1 definida por E’.

Pero, ;puede K(R, k)r1/=r/, que acabamos de definir en términos de la estructura de
Kripke subyacente K(R, k)1, ser entendida como la estructura de Kripke asociada a otra
teoria de reescritura? Echemos un vistazo mas detallado a la terna

KR K/=p = (Tyjeuar/=e, (2 ) =E, Liny=y,)-

La primera observacién que puede hacerse es que, por definicion, tenemos Ty /pua x/=p =
Tx/EuauE k- Una segunda observacion es que si R esta libre de k-bloqueo (k-deadlock free,
en inglés), esto es, si se tiene que (—>§2’k)' = _);2,1« entonces la teoria de reescritura R/E’ =
(X,EUAUE',R) esta también libre de k-bloqueo y tenemos, bajo algunos requisitos no
muy exigentes (véase el lema 4.4 mds adelante, en la pagina 85):

1 1 1 e
i) = 2ripx = (Cr=E

Por lo tanto, si R estd libre de k-bloqueo, el candidato obvio para una teorfa de
reescritura que tenga K(R, k)r1/=p como estructura de Kripke subyacente es la teorfa de
reescritura R/E’ = (X, EUAUE’, R). Esto es, simplemente afiadimos a R las ecuaciones E’
y no modificamos las reglas R en modo alguno.

(Coémo de restrictivo es el requisito de que R esté libre de k-bloqueo? Afortunada-
mente, no existe una pérdida esencial de generalidad: en la seccién 4.5 mostramos que
siempre podemos asociar a una teoria de reescritura ejecutable otra teoria R;r que es
semdnticamente equivalente (desde el punto de vista de ACTL"), libre de bloqueo y que
sigue siendo ejecutable.
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De esta manera, a un nivel puramente matematico R/E’ parece ser exactamente lo
que andamos buscando. Asumiendo que tenemos un algoritmo de A-ajuste de patrones,
el problema se plantea en relaciéon con las dos siguientes cuestiones de ejecutabilidad sobre
R/E’, que son esenciales para que K (R, k)ri/=g sea computable y, por lo tanto, para que
se pueda utilizar un comprobador de modelos:

e ;Son las ecuaciones E U E’ Church-Rosser y terminantes médulo A sobre términos
cerrados?

e ;Son lasreglas de R coherentes para términos cerrados en relacién con EUE’ médulo
A?

La respuesta a cada una de estas preguntas puede ser tanto afirmativa como negativa.
Enla practica, el usuario deberia tener el suficiente cuidado a la hora de especificar E’ para
que larespuesta ala primera pregunta sea afirmativa. En cualquier caso, siempre podemos
intentar comprobar si la propiedad se cumple con una herramienta como el comprobador
Church-Rosser de Maude (Durdn y Meseguer, 2000); si la comprobacién falla, podemos
intentar completar las ecuaciones con una herramienta de compleccién Knuth-Bendix,
por ejemplo las descritas en Contejean y Marché (1996) o Duran (2000b), para asi obtener
una teorfa (X, E”” U A) equivalente a (X, E U A U E’) para la que la primera pregunta tiene
una respuesta positiva. Del mismo modo, podemos intentar comprobar si las reglas de R
son coherentes para términos cerrados en relacién con EUE’ (o con E”) médulo A usando
las herramientas descritas en Durdn (2000a). Si la comprobacién falla, podemos intentar
de nuevo completar las reglas R para alcanzar un conjunto de reglas R” seménticamente
equivalente, utilizando las mismas herramientas (Duran, 2000a). Mediante este proceso
podemos esperar alcanzar una teoria de reescritura ejecutable R’ = (X, E” UA,R’) que sea
semanticamente equivalentea R/E’. Y entonces podremos usar R’ para intentar demostrar
propiedades de R utilizando un comprobador de modelos.

Pero atin no hemos terminado. ;Qué ocurre con los predicados de estado IT? Tenemos
que recordar (ver la seccién 4.1) que estos predicados de estado (posiblemente parame-
trizados) habran sido definidos mediantes ecuaciones D en un médulo de Maude que
importa la especificacion de R junto con el médulo MODEL-CHECKER. La pregunta es si los
predicados de estado I1 se preservan bajo las ecuaciones en E’. Esto realmente podria ser
un problema. Antes de responder a la pregunta necesitamos esclarecer como queda la
definicién de la funcién de etiquetado Lyy/=,,, que viene definida por la férmula

L=y (feoaoe) = () Londixleoa)

[x]euaCltlpuaue’

En general, computar esta interseccion y conseguir nuevas definiciones ecuacionales
D’ que capturen la nueva funcion de etiquetado Ly/=,, no va a ser una tarea sencilla. Todo
resulta mucho mas f4cil si los predicados de estado I'l son preservados por las ecuaciones en
E’. Por definicién, decimos que los predicados de estado se preservan bajo las ecuaciones
E’ si para todo [t]gua, [t']rua € Tx/puak tenemos la implicacién

[tleuave = [F'levave = L([tleua) = Lu([t 1pua) -
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Hay que sefialar que en este caso, asumiendo que las ecuaciones EUE"UD (o E” U D) son
Church-Rosser y terminantes para términos cerrados médulo A, no necesitamos cambiar las
ecuaciones D para definir los predicados de estado ITsobre R/E’ (o sobre la semédnticamente
equivalente R’). Por lo tanto, tenemos un isomorfismo (dado por un par de funciones de
bisimulacién invertibles)

KR, kn/=p = KR/E', k),

0, en caso de que necesitemos la teoria R’ semdnticamente equivalente, un isomorfismo
— ~ /
KR, kr/=p = KR, k).

El punto crucial en ambos isomorfismos es que la funcién de etiquetado de la estruc-
tura de Kripke en el lado derecho estd ahora definida ecuacionalmente por las mismas
ecuaciones D que antes. Puesto que, por construccién, bien R/E’ o R’ son teorias ejectu-
bles, para un estado inicial []puaupr que tenga un conjunto finito de estados alcanzables
podemos usar el comprobador de modelos de Maude para comprobar cualquier férmula
en LTL en esta abstraccion cociente ecuacional. Mds atin, puesto que el APr-morfismo
cociente

W(R, k)n — «(Q/E/,k)n

es por construccion estricto, por el teorema 4.1 va a reflejar la satisfacciéon de férmulas
arbitrarias en ACTL*(APyy).

Pero sigue quedando pendiente un problema practico: ;como podemos probar la im-

plicacién
[tlevave = [Flevavr = Lu([tleua) = Lu([ Teua)

para mostrar la deseada preservacion de los predicados de estado? Un caso particular-
mente sencillo es el de teorias de reescritura k-encapsuladas. Se trata de teorias en las
que la familia k de los estados solo aparece como codominio de un tnico operador
f 1ki...k, — k y no aparece como argumento en ningtin operador de X. Esta no es una
restriccién muy exigente ya que cualquier teoria de reescritura puede ser transformada en
otra semdnticamente equivalente que ademads es k’-encapsulada, simplemente encerran-
do los estados originales en la familia k en nuevos estados de una familia kK a través de
un operador {_} : k — k’, como se explica en el siguiente lema.

Lema 4.3 Dada una teoria de reescritura R = (X, E,R) y una familia k € X, definimos la teoria
de reescritura R = (X', E,R) con X' extendiendo L con una nueva familia k' y un operador
{-} 1k — K. La teoria R’ asi definida es k’-encapsulada.

Ademds, si I1 es un conjunto de predicados de estado para R definido por un conjunto de
ecuaciones D, definimos el conjunto de predicados de estado I1 para R’ transformando cada
ecuacion (VX) (t E p) = bif Cen D en (YX) ({t} E p) = bif C. Se tiene entonces que la funcion
h: Tsgp — Txjpx dada por h([{t}]g) = [t]g define una bisimulacién biyectiva K(R, k)i =
KR, K ).

Demostraciéon. Dado que no se han afiadido nuevas ecuaciones o reglas a R’, resulta

inmediato que {t} —>;{,,k, {t'} siysolosit —>;{,k t’. Pero entonces, ya que h lleva el término

{t} a t, se tiene que la relacién de transicién se preserva en ambas direcciones. En cuanto



4.4. ABSTRACCIONES ECUACIONALES 85

a los predicados de estado, por la transformacién aplicada a las ecuaciones en D y, de
nuevo, ya que no se han afiadido ecuaciones nuevas a R’, se tiene que Lri({t}) = L(t) de
donde se sigue el resultado. 0

Hacemos ahora explicitas las condiciones bajo las que una teorfa de reescritura libre
de k-bloqueo lo contintia siendo tras afiadir un conjunto de ecuaciones.

Lema 4.4 Supongamos que R = (X, E U A, R) es una teoria de reescritura k-encapsulada y que
E’ es un conjunto de ecuaciones de la forma (VX)t = t' if C, con t,t' € Ty y(¥). Entonces, si R
estd libre de k-bloqueo y en las condiciones de las reglas de reescritura en R no aparecen términos
de la familia k, la teoria de reescritura R/E’ = (£, EU AU E’, R) estd también libre de k-bloqueo y
se tiene que

_>;€/E’,k’ = o /=E -

para todas las familias k' en .

Demostracién. Esté claro que R/E’ estd libre de k-bloqueo porque cada reescritura en R es
también una reescritura en R/E’. Por la misma razén, la segunda relacién esta incluida

en la primera. Ahora asumimos que [t]— [t']; por induccién sobre la definicién de

1 .
TRIE K

1
R/E" K

e Si existe una regla I — r if C en R y una sustitucién cerrada 0 tal que [t] = [0(])],
[t'] =[6(r)] y EUAUE’ + (Y0) 6(C) entonces, debido a las restricciones sobre E’ y R,
se tiene que EU A + (V0) O(C) (ver lema 4.5 para los detalles de una demostracién
similar) y por lo tanto [t] = [6(])] —>;€,k, /=p[0()] = [¥'].

o Si[t]=[f(ur,..., un)] [t'] = [f(u], ..., up)ly [ui]—>}e/E, i [17] para algun i, el resultado
se sigue por la hip6tesis de induccion. O

Ahora ya podemos dar una condicién suficiente bajo la cual la preservacién de pro-
posiciones atémicas estd garantizada.

Proposicién 4.4 Supongamos que R = (L,E U A U E’,R) es una teoria de reescritura k-
encapsulada en la que todas las ecuaciones en E’ son de la forma (VX)t = ' if C, cont,t’ € Ty (%),
y que las ecuaciones EUE’ U D son Church-Rosser y terminantes médulo los axiomas ecuacionales
A. Ademds, supongamos que no existen ecuaciones entre términos de la familia k en las condiciones
de las ecuaciones en E’. Si para cada ecuacion (VX)t = t' if C en E’ y cada predicado de estado p
podemos demostrar la propiedad inductiva

EUAUD kg (YZ,) C = (D) E p(i) = true & (@) E p(i) = true) ()

habremos establecido la preservacion de los predicados de estado I1 por las ecuaciones E’.

Demostracién. Para demostrar que, para u y v términos cerrados de la familia k, [u]puaur =
[0]puaup implica Li([u]pua) = Li([v]gua), procedemos mediante induccién estructural
sobre la derivacionde EUAUE’ + (VO)u = v:
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¢ (Reflexividad), (Simetria), (Transitividad) y (Pertenencia) son inmediatos.
o (Congruencia). Por el lema 4.5 més abajo, si

EUAUE +(¥))u;=v; ... EUAUE +F(V0)u, =v,
EUAUE + (V(Z))f(ul,...,un) =f(z71,...,vn)

es el tltimo paso en una derivacién en EU AU E’, entonces EU A + (V0) u; = v; para
todol <i<nyporlotanto EUA F (VO) f(u1,...,uy) = f(v1,...,0,), de donde se
sigue el resultado.

¢ (Reemplazamiento). Supongamos que

EUAUE + (Y0)O(C)
EUAUE r(¥YO)O(t=t)"

conu = 0(t) yv = 0(t'), es el tltimo paso en una derivacién en EUAUE’ para alguna
ecuacion (YX)t = ' if Cen EU AU E’ y sustitucion cerrada 0. Por nuestras hipotesis
y el lema 4.5 mas abajo se tiene que E U A + (V0) 6(C). Asi, si la ecuacion pertenece
aEU A sesigue que EUA F (VD) O(t = t') y se tiene el resultado. En caso contrario,
puesto que EU A U D + (¥0) 6(C) obviamente se cumple, usando la hipétesis

EUAUD vy (Y4, 1) C - (HX) E p(i) = true o (%) E p(i)) = true)
para cada sustitucion cerrada 6’ que extienda O a las variables en i, se tiene
EUAUD vy (YV0)O'(t Ep =true & t' | p = true)

de manera que Li([0(t)]rua) = Lr([6(t')]Eua), como se queria. O

Lema 4.5 Bajo las condiciones de la proposicién 4.4, para todos los términos u,v € Ty (X) con
k" distinto de k, se cumple que

EUAUE + (¥)u=v implica EUAFr(¥)u=o.
Demostracién. Por induccién estructural sobre la derivacion de EUA U E’ + (YX) u = v:
¢ (Reflexividad), (Simetria), (Transitividad) y (Pertenencia). Trivial.

e (Congruencia). Si

EUAUE +r(V)u;=v; ... EUAUE + (VX)) u, =v,
EUAUE F (¥%) f(u1,...,un) = f(v1,...,04)

es el dltimo paso de una derivacién en E U A U E’ entonces, dado que la teoria es
k-encapsulada, ninguno de los u; o los v; pertenece a la familia k y podemos aplicar
la hip6tesis de induccién para obtener EU A + (YX) u; = v;, de donde se sigue el
resultado.
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¢ (Reemplazamiento). Si
EUAUE + (VX)0(C)
EUAUE +(¥X)O(t="t)

es el ultimo paso en una derivacién en E U A U E’ para alguna ecuacion (Vi) t =
t"if C en E (ndtese que por la hipétesis no puede pertenecer a E’) y sustitucién
0 : J — Ty (%), podemos aplicar la hip6tesis de induccién sobre 6(C) ya que no
puede contener ecuaciones entre términos de la familia k, y se tiene el resultado. O

Como consecuencia de la proposicién 4.4, para demostrar que los predicados de estado
IT se preservan en una abstraccién ecuacional se puede, bajo las hipétesis sefialadas mds
arriba sobre R, E’ y D, utilizar una herramienta como el ITP para resolver las obligaciones
de prueba (proof obligations) de la forma (1) en el enunciado de dicha proposicién.

Resulta interesante destacar que el hecho de que la familia del estado esté encapsulada
no excluye el uso de estructuras de datos recursivas en las componentes del estado como
una variable de historia. Por ejemplo, el caso practico que se discute en la seccién 4.6.2
ciertamente muestra estados encapsulados en los que aparecen dichas estructuras recur-
sivas. En realidad, el requisito de encapsulamiento no impone en la préctica ninguna
restriccion real ya que el lema 4.3 permite transformar cualquier teoria de reescritura R
con k como familia del estado en otra equivalente que sea k’-encapsulada.

4.5 La dificultad con el bloqueo

El motivo por el que nos hemos concentrado en teorias de reescritura libres de bloqueo
es porque los bloqueos pueden suponer un problema, debido a un detalle técnico en
la semdntica de estructuras de Kripke de la légica temporal. Como se enfatiz6 en su
definicién en la seccién 2.1, la relaciéon de transiciéon de una estructura de Kripke es total
y este requisito también se impone en las estructuras de Kripke que surgen a partir de
teorias de reescritura.

Consideremos la siguiente especificaciéon de una teoria de reescritura, junto con la
declaracién de dos predicados de estado.

mod FOO is
inc MODEL-CHECKER .
ops a b ¢ : -> State .

ops pl p2 : -> Prop .

eq (a |= pl) = true .
eq (b |= p2) = true .
eq (c |= pl) = true .
rl a=>b.
rl b =>c.

endm
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La relacién de transicion de la estructura de Kripke correspondiente tiene tres elementos:
a—b,b— cyc— c eldltimo de los cuales se afade de manera consistente como una

transicion de bloqueo de acuerdo con la definicién de (—>;z )°.
[State]

Supongamos ahora que quisiéramos abstraer este sistema y que decidiéramos identi-
ficar ay c por medio de un simulacién /. Para ello, de acuerdo con las secciones anteriores
seria suficiente con afiadir la ecuaciéon

eq c = a

a la especificacién anterior. El sistema resultante es coherente y a y c satisfacen los mismos
predicados de estado. Notese que la correspondiente estructura de Kripke tiene solo
dos pares en su relacién de transicién: uno desde la clase de equivalencia de a a la
de b y otro en sentido opuesto. Ahora, puesto que no se puede dar una situacién de
bloqueo en ninguno de los estados, para el conjunto actual de ecuaciones {c = a} tenemos
(—=R/E [state])” = —R/E [state] de manera que no hay que afiadir transiciones de bloqueo
adicionales. En particular, no existe una transicién desde la clase de equivalencia de a en
si misma, lo que significa que la especificacion resultante no se corresponde con el sistema
minimal asociado a /1, en el que tal transicién si que existe. La ausencia de esta transiciéon
“perezosa” es un problema serio porque ahora es posible demostrar propiedades en el
sistema que supuestamente estd simulando el original que en realidad son falsas en este,
como por ejemplo O p2.

Una forma sencilla de tratar esta dificultad consiste simplemente en afiadir transi-
ciones perezosas para cada uno de los estados en la especificaciéon resultante por medio
de una regla de la forma x => x. El sistema resultante, ademds de contener todas las
reglas del sistema minimal, puede de hecho incluir algunas transiciones “basura” que
no son parte de aquel. Por lo tanto, terminariamos con un sistema que se puede utilizar
de manera segura para inferir propiedades del sistema original (es inmediato ver que se
tiene una simulacién) pero que en general serfa mas tosco que el sistema minimal.

Una mejor alternativa de encarar el problema es caracterizar el conjunto de estados
con bloqueo. Para ello, dada una teorfa de reescritura R introducimos un nuevo operador
enabled : k — [Bool] para cada familia k en R que sera true para un término si y solo si
existe una regla que se le puede aplicar al mismo.

Proposicién 4.5 Dada una teoria de reescritura R = (L, E, R), definimos una extension (X', E’)
de su parte ecuacional afiadiendo:

1. para cada familia k en X, un nuevo operador enabled : k — [Bool] en X’;
2. para cada regla (VX) 1 — r if C en R, una ecuacion (¥X) enabled(l) = true if Cen E/, y

3. para cada operador f : ky...k, — ken Xy para cada i con 1 < i < n, la ecuacion
(VX) enabled(f(x1,...,x,)) = true if enabled(x;) = true.

Entonces, para cada término t € Ty,

E' Fing (VY0) enabled(t) = true < existe t’ € Ty, tal que t —>;€/k t.
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Demostracion. Sefialemos en primer lugar que, puesto que los términos son cerrados,
la ecuacién se cumple en el modelo inicial si y solo se cumple en todos los modelos.
Demostramos la implicacion de izquierda a derecha por induccién sobre la derivacién.
Los tinicos casos no triviales ocurren cuando la tltima regla de inferencia usada es o
bien (Reemplazamiento) o bien (Transitividad). En el caso de (Reemplazamiento), la
ecuacion utilizada debe haber sido una de las afiadidas a E porque enabled es un operador
nuevo. Asumimos entonces que para (Vx)enabled(l) = true if C en E’ y una sustitucién
cerrada 0,
E' + (Y0) 6(C)
E’ + (V0) O(enabled(l)) = true

es el ultimo paso en una derivacién en E’ donde I — r if C es una regla de R. Por el
lema 4.6 que veremos mas abajo, E + (Y0) 6(C) y por lo tanto 0(I) —>;€ ; 0(r). Cuando la

ecuacion utilizada es (VX) enabled(f(x1, .. .,x,)) = true if enabled(x;) = true, el resultado se
sigue por la hipétesis de induccién y la regla de (Congruencia) del cdlculo de pruebas de
la l6gica de reescritura. Finalmente, en el caso de (Transitividad),

E’ v (V0)enabled(t) = t' E'+ (YO)t' = true
E’ + (Y0) enabled(t) = true ’

Por el lema 4.7 més abajo podemos distinguir dos casos. Si ' es true o si existe una
derivaciéon mas pequefia de E’ + (V0)enabled(t) = true, podemos aplicar la hipétesis de
induccién. Si t' es enabled(t”) para algun t” tal que E’ + (V0)t = t”, el resultado se
cumple aplicando la hipétesis de induccion sobre E’ + (V0)t" = true y el hecho de que
Er (V0)t =t" por el lema 4.6.

La implicacién en el otro sentido se demuestra por induccién sobre la definicién de
—>;€,k. Sites O(l) y t’ es O(r) para alguna sustitucién 0 y regla | — r if C en R, el resultado
se obtiene instanciando la ecuacién correspondiente de entre aquellas afladidasa E’. Si E +
(VO)t=u,E+ (VO)t' =vyu —>}{ . U, por hipétesis de induccion E’ + (Y0) enabled(u) = true
y por lo tanto E’ + (V0) enabled(t), = true. Finalmente, sit es f(t1,...,t,), t" es f(t',..., 1)y
t; —>;€,k t! para algtin i, por la hipétesis de induccién tenemos E’ + (Y0) enabled(t;) = true'y,
de nuevo, el resultado se obtiene instanciando la ecuacién apropiada en E’. 0

Lema 4.6 Bajo las condiciones de la proposicién 4.5, para todos los términos t,t' € Tx(X),
E'r(¥X)t=t implica Er (¥X)t=1t".

Demostracién. Es inmediato demostrar por induccién que si existe una derivacién de
E' + (VX)t = t’ entonces también existe una derivacién, sin ocurrencias de enabled, de
E'+ (VX)u = v/, donde u y u’ se obtienen a partir de t y t’ sustituyendo todos los
subtérminos de la forma enabled(w) por true. Asi, cuando t,t' € Tx(X) lo que obtenemos
es una derivacion en E. O

Lema 4.7 Bajo las condiciones de la proposicion 4.5, para todos los términos cerrados t y t’, si
existe una derivacion de E’ + (V0) enabled(t) = t' o de E’ + (Y0) t' = enabled(t), se cumple alguna
de las siguientes posibilidades:
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(a) t estrue,

(b) existe una derivacion de E’ + (V0) enabled(t) = true cuya profundidad es menor o igual a la
de la anterior, o

(c) t' es enabled(t'’) para algiin t” tal que E’ + (VO) t = t"”.

Demostracién. Por induccién sobre la derivacion. El tinico caso que no es inmediato es el
correspondiente a (Transitividad). Dado

E'+ (Y0)enabled(t)y =t"  E'+ (VO)t" =t
E’ v+ (Y0) enabled(t) =t ’

aplicamos la hipétesis de inducciéon a E’ + (V0) enabled(t) = t’. Si bien (a) o (b) se cum-
plen, entonces (b) también se cumple para la ecuaciéon original. En caso contrario ¢ es
enabled(t"”’) y podemos aplicar la hipétesis de induccién a E’ + (V0) t"” = t': los casos (a) y
(c) son inmedjiatos; y si se cumple (b) existe una derivacion de E’ + (V0) enabled(t'”) = true
cuya profundidad es menor o igual que la de E’ + (V0)enabled(t"’) = t' y podemos
usarla junto con E’ + (VY0)enabled(t) = enabled(t’”’) para construir una derivacién de
E" v (V0) enabled(t) = true que no sea méas profunda que la derivacién original. O

El predicado enabled y sus propiedades son el ingrediente fundamental en la demos-
tracién de la siguiente proposicién, que nos permite transformar una teoria de reescritura
ejecutable en otra semdanticamente equivalente que es tanto ejecutable como libre de
bloqueo.

Teorema 4.2 Sea R = (X, E U A, R) una teoria de reescritura ejecutable. Dada una familia k de
estados, se puede construir una teoria de reescritura ejecutable extendida R C R’; ;= (X’,E'UA,R’)

tal que:

o R’; f estd libre de k’-bloqueo y es k’-encapsulada para una cierta familia k';

e existe una funcion h : Ty, o — Ty ;. que induce una biyeccion h : Ts/jproa — Tx/puak
tal que para cada t,t’ € Ty, o se tiene

h(t) (=g )h(t)) &= t—>;{§f,k, t.

Mis atin, si I es un conjunto de predicados de estado para R y k definido por las ecuaciones D,
podemos definir predicados de estado I1 para R’; Y k" mediante ecuaciones D’ tales que la funcién

h se transforma en una APr-bisimulacion biyectiva

h: KR K — KR K.

Demostracion. RZ 5 se define extendiendo la teorfa ecuacional (X, E) en R con un predicado
enabled de la manera explicada en la proposiciéon 4.5 y afiadiendo una nueva familia k’,
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un nuevo operador {_} : k — k' y la 1regla4
(V{x}) {x} — {x} if enabled(x) + true

al conjunto R.

k
af
con t perteneciente a la familia k, si existe ¢’ en R tal que t —

Por construccion, estd claro que RY, es k’-encapsulada. Dado un término cerrado {t}

1
k  1r

Rk Rk

en caso contrario, por la proposicién 4.5 se cumple la condicién de la regla que acabamos

de anadir y se tiene {t} —>;€k {t}. De esta manera 7%’; f estd libre de k’-bloqueo. La funcién
df

h se puede definir como h({t}) = t y, debido a que no se han introducido ecuaciones entre
términos de la familia k', induce una biyeccién que claramente satisface la equivalencia
del segundo punto.

t’ entonces {t} —1 {t'};

Para terminar, en relacién con los predicados de estado, transformamos cada ecuacién
(VX)) (t Ep) =bifCen (V) ({t} E p) = bif C, como en el lema 4.3. Esto implica que
Lr({t}) = Li(t) y, junto con los resultados previos, que / es una bisimulacién estricta. O

4.6 Casos practicos

En esta seccién mostramos en detalle la aplicacién de las técnicas introducidas hasta
ahora con cuatro ejemplos: el protocolo de la panaderia y tres protocolos de comunicacion.

4.6.1 El protocolo de la panaderia otra vez

Podemos utilizar el protocolo de la panaderia para ilustrar cémo se pueden usar las
abstracciones cociente ecuacionales para verificar sistemas con un nimero infinito de
estados alcanzables. Una abstraccion tal se puede definir afiadiendo a las ecuaciones en la
especificacion de BAKERY-CHECK en la pdgina 75 un conjunto E” de ecuaciones adicionales
que definan un cociente del conjunto de estados. Esto lo hacemos en el siguiente médulo
que extiende BAKERY-CHECK con algunas ecuaciones y no cambia las reglas de reescritura
que expresan las transiciones.

mod ABSTRACT-BAKERY-CHECK is
inc BAKERY-CHECK .

vars P Q : Mode .
vars X Y : Nat .

eq<P,0,Q, ssY>=<P, 0,Q s0>.

*Es importante sefialar que se utiliza una desigualdad en la condicién de la regla. Esto estd permitido en
la implementacion de la 16gica de reescritura en Maude bajo supuestos de Church-Rosser y terminacién
adecuados, pero no en la l6gica de reescritura en si misma. Sin embargo, gracias al metateorema de Bergstra
y Tucker (1980) mencionado en la nota al pie de la pagina 76, bajo las condiciones de la proposicién es posible
definir esta desigualdad de un modo ecuacional. El motivo para no hacerlo explicito aqui es porque es mucho
mads conveniente y conciso expresar la regla de esta manera, que ademds estd soportada internamente por
Maude mediante el predicado de desigualdad _=/=_, que es la negacién del predicado de igualdad ==_.
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eq <P, ssX,Q, 0>=<P, s0,Q 0>.
ceq <P, sX,Q sY>=<P, ss0,Q s0>
if (Y <X) /\ not(Y == 0 and X == s 0)
ceq <P, sX,Q, sY>=<P,s0,Q s0>
if not (Y <X) /\ not (Y == 0 and X == 0)
endm

Notese que de acuerdo con las ecuaciones de arriba < P,N,Q,M > = < P',N’,Q",M’
> siy solo si:

1.P=PyQ=Q,

2. N=0siysolosiN' =9,
3. M=0siysolosiM =0,
4. M<N siysolosiM <N’.

Intuitivamente, no nos importa el valor concreto de las variables sino tan solo cudl de
ellas es mayor y si alguna es igual a cero.

Tres cuestiones fundamentales son:

e ;Es ahora el conjunto de estados finito?

o ;Corresponde esta abstraccion con una teoria de reescritura cuyas ecuaciones son
Church-Rosser y terminantes para términos cerrados?

e ;Siguen siendo las reglas coherentes para términos cerrados?

Las ecuaciones son ciertamente Church-Rosser y terminantes para términos cerrados
porque no existe solapamiento entre los lados izquierdos de las ecuaciones y los lados
derechos tienen valores mds pequefios para los nimeros asociados a los procesos. También
estd claro que el conjunto de estados es ahora finito, ya que en las formas canénicas que se
obtienen con estas ecuaciones los niimeros naturales posibles en el estado no pueden ser
nunca mayores que s(s(0)). Esto nos deja solo con la cuestién de la coherencia. Tenemos
que analizar los posibles “pares criticos relativos” entre las reglas y las ecuaciones. Por
ejemplo, consideremos el siguiente par formado por una regla y una ecuacién.

rl [pl_sleep] : < sleep, X, Q, Y > => < wait, s Y, Q, Y > .
eq <P, 0,Q, ssY>=<P, 0,Q s0>.

El tnico solapamiento posible corresponde a la unificacién (después de hacer que los
conjuntos de variables sean disjuntos) de los dos lados izquierdos, lo que da lugar al
término < sleep, 0, Q, s s Y >, que es reescrito por la regla en < wait, s s s Y,
Q, s s Y >y por la ecuacién en < sleep, 0, Q, s 0 >, y ambos términos se reducen
finalmente a < wait, s s 0, Q, s 0 >, en el primer caso mediante la tercera ecuacién
y en el segundo caso mediante la regla [p1l_sleep]. De la misma forma se demuestra que
todos los demds pares regla-ecuaciéon también son coherentes para términos cerrados. Por
lo tanto el médulo es coherente.
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Una cuarta cuestion que ha quedado pendiente es si BAKERY-CHECK esta libre de
bloqueo. Para demostrar que ciertamente este es el caso podemos especificar un predicado
enabled, tal y como se explicé en la seccién 4.5, que devuelva true cuando se aplique a un
término si ese término representa un estado libre de bloqueo. Necesitamos las siguientes
ecuaciones:

eq enabled(< sleep, X, Q, Y >) = true .

eq enabled(< wait, X, Q, 0 >) = true .

ceq enabled(< wait, X, Q, Y ») = true if not (Y < X)
eq enabled(< crit, X, Q, Y >») = true .

eq enabled(< P, X, sleep, Y >) = true .

eq enabled(< P, 0, wait, Y >) = true .

ceq enabled(< P, X, wait, Y >») = true if Y < X .

eq enabled(< P, X, crit, Y >) = true .

La ecuacién que tenemos que probar para asegurar que la teoria esta libre de bloqueo es
entonces

eq enabled(S:State) = true .

La prueba se puede hacer en el ITP por induccién sobre la primera y la tercera compo-
nentes del ITP. O alternativamente, podriamos probar el resultado de una manera més
automatica utilizando un comprobador de completitud suficiente para Maude desarrollado
recientemente por Hendrix (2003). Esta herramienta toma como entrada un médulo y
comprueba si es suficientemente completo, en el sentido intuitivo de que hay suficientes
ecuaciones para que cada término pueda ser reducido a una forma candnica en la que
solo aparezcan constructores. En nuestro caso la herramienta nos dice que el médulo
es suficientemente completo lo que significa, en particular, que todos los términos de la
forma enabled(t) pueden ser reducidos a un término canénico de tipo Bool y, debido a las
ecuaciones utilizadas, este término debe ser true como se pedia.

¢Qué ocurre con los predicados de estado? ;Son preservados por la abstraccion?
Sefialemos que como la teoria de reescritura es [State]-encapsulada y todas las ecuacio-
nes son entre términos de la familia [State], segtin la proposicién 4.4 solo necesitamos
comprobar que cada una de las ecuaciones preserva los predicados de estado. Pero esto
es trivial ya que los predicados solo dependen de los componentes Mode, que no son
alterados por las ecuaciones. Esto se puede comprobar de manera mecanica con el ITP.
Por ejemplo, para demostrar que la tercera ecuacion preserva lwait se haria:

(goal predl : BAKERY-PROOF |- A{P:Mode ; Q:Mode ; X:Nat ; Y:Nat}
(((Y:Nat < X:Nat) = (true)) =>
(((< P:Mode, (s s 0), Q:Mode, (s ®) > |= lwait) = (true)) =>
((< P:Mode, (s X:Nat), Q:Mode, (s Y:Nat) > |= lwait) = (true)))) .)
(auto”* .)

(goal pred2 : BAKERY-PROOF |- A{P:Mode ; Q:Mode ; X:Nat ; Y:Nat}
(((Y:Nat < X:Nat) = (true)) =>
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(((< P:Mode, (s X:Nat), Q:Mode, (s Y:Nat) > |= 1lwait) = (true)) =>
((< P:Mode, (s s 0), Q:Mode, (s ®) > |= 1lwait) = (true)))) .)
(auto* .)

Esto demuestra las dos implicaciones que constituyen la equivalencia en la proposi-
cién 4.4.

En otras palabras, acabamos de demostrar que, para II el conjunto de predicados
de estado declarado en el médulo BAKERY-CHECK (pdgina 75), tenemos un IT-morfismo
cociente estricto,

9 (BAKERY-CHECK, State);; — K (ABSTRACT-BAKERY-CHECK, State)ry.

Por lo tanto, podemos establecer la propiedad de exclusién mutua de BAKERY-CHECK
utilizando el comprobador de modelos de Maude sobre ABSTRACT-BAKERY-CHECK con:

Maude> reduce modelCheck(initial, []~ (lcrit /\ 2crit)) .
result Bool: true

Del mismo modo podemos establecer la propiedad de vivacidad de BAKERY-CHECK
comprobando el modelo ABSTRACT-BAKERY-CHECK.

Maude> reduce modelCheck(initial, (lwait |-> 1lcrit) /\ (Qwait |-> 2crit)) .
result Bool: true

4.6.2 Un protocolo de comunicacién

Nuestro segundo ejemplo es un protocolo para la comunicacion ordenada de mensajes
entre un emisor y un receptor en un medio asincrono (Meseguer, 2002, leccién 28). Para
garantizar que los mensajes se reciben en el orden correcto, los mensajes contienen un
nimero de secuencia y tanto el emisor como el receptor mantienen un contador que se
refiere al mensaje con el que estan trabajando actualmente. El emisor puede, en cualquier
momento, elegir de manera no determinista el siguiente valor (dentro del conjunto {a,
b, c} en esta presentacioén) que es entonces emparejado con el contador del emisor para
componer un mensaje que a continuacion se libera en el medio; el propio valor también se
anade al final de una lista de valores enviados propiedad del emisor. El receptor mantiene
a su vez una lista andloga de valores recibidos. El propésito de estas listas es permitirnos
articular la propiedad que nos interesa demostrar. Cuando el receptor “ve” un mensaje
con un ntimero de secuencia igual a su contador actual lo retira del medio y afiade su
valor a su lista de valores recibidos.

La siguiente es la especificacién en Maude del protocolo, donde solo hay tres clases
distintas de mensajes. Los estados se representan mediante ternas < S, MS, R >, donde
S representa el estado local del emisor, R el del receptor y MS el medio asincrono (una
“sopa de mensajes”).

mod PROTOCOL is
protecting NAT .
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sorts Value ValueList LocalState Message MessageSoup State .
subsort Value < Valuelist .
subsort Message < MessageSoup .

ops a b ¢ : -> Value .
op nil : -> ValueList .
op _:_ : ValueList ValuelList -> Valuelist [assoc id: nil]

op ls : Nat ValuelList -> LocalState .

op msg : Nat Value -> Message .

op null : -> MessageSoup .

op _;_ : MessageSoup MessageSoup -> MessageSoup [assoc comm id: null]
op <_,_,_> : LocalState MessageSoup LocalState -> State .

op initial : -> State .

vars N M : Nat .

var X : Value

vars L L1 L2 : ValuelList .
var MS : MessageSoup .
vars R S : LocalState .

eq initial = < 1s(®, nil), null, 1s(®, nil) > .

rl < Is(N, L), MS, R > => < 1s(s(N), L : a), MS ; msg(N, a), R > .

rl < 1s(N, L), MS, R > => < 1s(s(N), L : b), MS ; msg(N, b), R > .

rl < 1s(N, L), MS, R > => < 1s(s(N), L : ), MS ; msg(N, c), R > .

rl < S, msg(N, X) ; MS, 1s(N, L) > => < S, MS, 1s(s(N), L : XD > .
endm

En esta especificacion, los términos de tipo LocalState, construidos con el operador
1s, se usan para representar el estado local tanto del emisor como del receptor. El primer
argumento de 1s corresponde al contador mientras que el segundo es la lista de mensajes
que ya han sido enviados o recibidos. Destacamos el importante uso del ajuste de patrones
y la reescritura médulo los axiomas de asociatividad (assoc) y de identidad (id) para el
operador _: _de concatenacién de listas, y médulo asociatividad (assoc), conmutatividad
(comm) e identidad (id) para el operador de unién de multiconjuntos _;_ que construye
sopas de mensajes. Estos axiomas corresponden a los axiomas A en la descripcién tedrica
de una teorfa de reescritura R = (X, E U A, R) y son utilizados por Maude para aplicar las
ecuaciones y reglas médulo los mismos.

La propiedad que nos gustaria que nuestro sistema satisfaciera es la de que los men-
sajes se entregan en el orden correcto. Gracias a las listas del emisor y del receptor, este
requisito se puede expresar formalmente mediante la férmula Oprefix, donde prefix es
una proposicién atémica que se cumple en aquellos estados en los que la lista del receptor
es un prefijo de la lista del emisor. En Maude esto se expresa como sigue:

mod PROTOCOL-CHECK 1is
inc MODEL-CHECKER .
inc PROTOCOL .
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op prefix : -> Prop .
vars M N : Nat .

vars L1 L2 : ValuelList .
var MS : MessageSoup .

eq (< 1s(N, L1 : L2), MS, 1s(M, L1) > |= prefix) = true .
endm

Como ya ocurria para el protocolo de la panaderia, no se puede aplicar directamente
un comprobador de modelos porque el conjunto de estados alcanzables desde initial
es infinito. Existen dos razones distintas para la infinitud en este ejemplo. La primera
corresponde a los contadores, que son ntmeros naturales que pueden tomar valores
arbitrariamente grandes. La segunda es el medio de comunicacién, que no esté limitado
y puede contener un ntimero arbitrario de mensajes. De nuevo, para tratar la infinitud y
poder aplicar un comprobador de modelos necesitamos definir una abstraccién.

En primer lugar, un estado en el que las correspondientes listas del emisor y del
receptor tengan como primer elemento el mismo valor puede ser identificado con el
estado que resulta de eliminar dicho valor de ambas listas. Esto se puede expresar por
medio de la ecuacién:

eq < 1s(N, X : L1), MS, 1s(M, X : L2) > = < 1s(N, L1), MS, 1s(M, L2) > .

En segundo lugar, si en un determinado momento ambos contadores son iguales y no
hay mensajes en el medio de comunicacién los contadores se pueden reiniciar a cero.

ceq < 1s(N, L1), null, 1s(N, L2) > = < 1s(0, L1), null, 1s(®, L2) >
if N=/=0.

(La condicién en esta ecuacién es irrelevante desde un punto de vista matemaético, pero
resulta necesaria para garantizar la terminacion.)

Por dltimo, si en el medio del estado actual hay un mensaje msg(N, X) y el contador
del receptor es N, podemos identificar este estado con otro en el que el mensaje ya ha sido
leido por el receptor.

eq < 1s(M, L1 : X : L2), msg(N, X) ; MS, 1s(N, L1) > =
<1lsM, L1 : X : L2), MS, 1s(s(N), L1 : XD > .

La ecuacioén es incondicional, pero nétese que para forzar que o bien los dos estados
satisfagan prefix o que ninguno lo haga, se requiere que el término correspondiente al
emisor se ajuste a un cierto patrén en el lado izquierdo de la ecuacién.

Antes de poder aplicar un comprobador de modelos a este nuevo sistema debemos
de nuevo preguntarnos si las ecuaciones siguen siendo Church-Rosser y terminantes, las
reglas coherentes y si los predicados se preservan. La propiedad de terminacién es clara
porque el nimero de mensajes siempre decrece.

La propiedad de Church-Rosser no es tan inmediata debido al solapamiento entre la
primera y la tercera ecuaciones: si el siguiente mensaje que vaya a ser entregado aparece
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también como cabeza de la lista de mensajes asociados al emisor y al receptor, podriamos
tanto afiadirlo al final de la lista del receptor usando la tercera ecuacién, como eliminarlo
de ambas listas usando la primera. Sin embargo en este tiltimo caso no parece posible
seguir reduciendo (ecuacionalmente) el estado, pese a lo cual la propiedad de Church-
Rosser se cumple. Informalmente, lo que sucede es que para que la tercera ecuacién
se pueda aplicar el emisor y el receptor han de ser tales que se puedan eliminar todos
los mensajes de la lista del receptor; tras esto, el mensaje se puede afiadir al final de la
lista del receptor como se queria. Nos hubiera gustado confirmar esta intuicién con la
herramienta de Maude para la comprobacién de la propiedad Church-Rosser (Durdn y
Meseguer, 2000), pero la herramienta en cuestién no soporta de momento unificacién
moédulo asociatividad y conmutatividad; en su lugar hemos adaptado la especificacion
para poder comprobarlo utilizando CiME (Contejean et al., 2004).

También, por inspeccién de las ecuaciones resulta claro que ningtin estado que satis-
faga prefix es identificado con otro que no lo haga.

Sin embargo, la teorfa de reescritura resultante no es coherente. Por un lado, nétese que
la Gltima ecuacién en la abstraccién es realmente un caso particular de la dltima regla de
reescritura. Por ejemplo, el término

< 1s(5,a:b:c),msg(3,b),1s(3,a) >
se puede reducir a
<1s(5,a:b:c),null,1s(3,a:b) >

aplicando tanto la ecuacién como la regla, pero este término, a su vez, no puede ser
reescrito por ninguna regla a un término al que se pueda demostrar que es igual ecuacio-
nalmente, como deberia ser el caso para tener la deseada coherencia. Afortunadamente,
para resolver el problema basta con afiadir la siguiente regla perezosa:

rl < 1sM, L1 : X : L2), MS, 1Is(s(N), L1 : XD > =>
<1lsM, L1 : X : L2), MS, 1s(s(N), L1 : XD > .

Por otro lado, la segunda ecuacién también puede dar lugar a un problema de cohe-
rencia. Por ejemplo:

<1s(5,L1),null,1s(5,L2) > — < 1s(6,L1:a),msg(5,a),1s(5,L2)>
I 2
<1s(9,L1),null,1s(®,L2) > — <1s(1,L1:a),msg(®,a),1ls(6,L2)>

Supongamos ahora que L1 y L2 fueran iguales: en tal caso los dos términos en el lado
derecho pueden ser reducidos aplicando las ecuaciones al término

< 1s(0,nil),null, 1s(®,nil) >

con lo que logramos coherencia. Aunque dicha igualdad no se tiene en general, se puede
forzar exigiendo que tanto L1 como L2 sean nil, y por lo tanto iguales, para que la
ecuacion se pueda aplicar:
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ceq < 1s(N, nil), null, 1s(N, nil) > = < 1s(®, nil), null, 1s(®, nil) >
ifN=/=0.

La abstraccion resultante viene entonces dada por:

mod ABSTRACT-PROTOCOL-CHECK is
inc PROTOCOL-CHECK .

vars M N : Nat .

vars L1 L2 : ValuelList .
var MS : MessageSoup .
var X : Value .

eq < 1s(N, X : L1), MS, 1s(M, X : L2) > = < 1s(N, L1), MS, 1s(M, L2) > .
ceq < 1s(N, nil), null, 1s(N, nil) > = < 1s(0®, nil), null, 1s(®, nil) >
if N=/=0.
eq < 1s(M, L1 : X : L2), msg(N, X) ; MS, 1s(N, L1) > =
< 1sM, L1 : X : L2), MS, 1ls(s(N), L1 : X) > .

--- coherencia
rl < 1sM, L1 : X : L2), MS, 1Is(s(N), L1 : XD > =>
<1lsM, L1 : X : L2), MS, 1s(s(N), L1 : XD > .
endm

Y ahora la propiedad que deseamos puede ser finalmente comprobada:

Maude> red modelCheck(initial, [] prefix)
result Bool: true

La siguiente observacion sobre la abstraccién anterior es digna de mencién: jla razén
por la que alcanzamos la coherencia es porque la abstraccion colapsa casi todo! En par-
ticular, cada estado alcanzable es simplificado por las ecuaciones de la abstraccién en el
término

< 1s(0,nil),null, 1s(0,nil) >.

4.6.3 El protocolo ABP

Pasamos ahora a considerar la correcciéon del protocolo del bit alternante o ABP (del
inglés Alternating Bit Protocol), que aparecié por primera vez descrito en Bartlett et al.
(1969). El objetivo del protocolo ABP es asegurarse de que los mensajes enviados desde
un emisor a un receptor en un canal defectuoso en el que se pueden perder o duplicar
mensajes se reciben en el orden correcto. Nuestra presentacion estd adaptada de la de
Miiller y Nipkow (1995).

El estado del sistema en un momento dado viene dado por la 9-tupla
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMR, LMS >,

donde:
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MS y MR son los mensajes con los que el emisor y el receptor, respectivamente, se
encuentran actualmente trabajando;

HS y HR son variables booleanas utilizadas por el emisor y el receptor con prépositos
de sincronizacién;

QS es el canal utilizado por el emisor para enviar los mensajes (junto con el bit
alternante);

QR es el canal utilizado por el receptor para confirmar la recepcién de un mensaje;

la variable booleana NEXT modela la asuncién de que el entorno solo enviara un
mensaje si se le pide que lo haga (véase Miiller y Nipkow, 1995);

LMR y LMS guardan, respectivamente, las listas de mensajes que ya han sido enviados
y recibidos, y se introducen solo para poder llevar a cabo la verificacion.

La infinitud se filtra en el protocolo de dos formas distintas: por un lado, el alfabeto de
mensajes puede ser infinito; por otro, los canales no estdn acotados y pueden contener un
numero arbitrario de mensajes. Tal y como se hace en Miiller y Nipkow (1995), gracias a
los resultados sobre independencia de datos utilizados en Aggarwal et al. (1990) podemos

desca

rtar la primera fuente de infinitud y asumir un alfabeto de mensajes finito (de hecho,

con solo tres elementos).

La especificaciéon en Maude de los tipos de datos que intervienen en el protocolo es la
siguiente.

fmod QBOOL is
sort QBool .

sub

sort Bool < QBool .

op nil : -> QBool [ctor]
op _;_ : QBool QBool -> QBool [ctor assoc id: nil]

endfm

fmod MESSAGE is
sorts Message NonEMessage LMessage .

sub
sub

sort NonEMessage < Message .
sort NonEMessage < LMessage .

op none : -> Message [ctor]

ops

a b c : -> NonEMessage [ctor]

op nil : -> LMessage [ctor]
op _;_ : LMessage LMessage -> LMessage [ctor assoc id: nil]

endfm

El

tipo Message contiene mensajes de dos clases: genuinos (a, b y ¢) y una constante

none que se utiliza para avisar de que no hay ningtin mensaje disponible. En el modulo
siguiente se emparejan con un booleano (el bit alternante), para conformar los paquetes
(elementos de QPair) que el emisor envia por el canal QS.



100 CapiTuLO 4. ABSTRACCION

fmod QPAIR is
protecting MESSAGE .
sorts Pair QPair .
subsort Pair < QPair .

op [_,_] : Bool Message -> Pair [ctor]

op nil : -> QPair [ctor]

op _;_ : QPair QPair -> QPair [ctor assoc id: nil]
endfm
mod ABP is

protecting MESSAGE .
protecting QBOOL .
protecting QPAIR .

sort State .

0P <_y—y—y—y—y—sy—s_,—> : Bool Message Bool Message Bool QPair
QBool LMessage LMessage -> State [ctor]

El comportamiento del sistema se especifica mediante doce reglas de reescritura.
Por ejemplo, si el emisor actualmente no dispone de mensajes que enviar (su buffer se
encuentra vacio), la variable booleana NEXT se hace igual a true para permitir al entorno
que introduzca un nuevo mensaje.

rl [3] : < NEXT, none, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< true, none, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > .

Entonces el emisor puede elegir entre tomar una a, una b o una c.

rl [0] < true, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< false, a, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR >

rl [1] < true, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< false, b, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR >

rl [2] < true, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< false, c, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > .

El conjunto completo de reglas es el siguiente (nétese que la regla [4] permite la
duplicacién de mensajes y la regla [7] su eliminacién).

rl [0] < true, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< false, a, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR >
rl [1] < true, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< false, b, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR >
rl [2] < true, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< false, c, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > .
rl [3] < NEXT, none, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< true, none, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > .
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rl [4] : < NEXT, M, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, M, HS, MR, HR, QS ; [HS, M], QR, LMS, LMR > .
crl [5] : < NEXT, MS, HS, none, HR, [B, M] ; QS, QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, MS, HS, M, not(HR), [B, M] ; QS, QR, LMS, LMR >
if (HR =/= B)
crl [6] : < NEXT, MS, HS, none, HR, [B, M] ; QS, QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, MS, HS, M, not(HR), QS, QR, LMS, LMR >
if (HR =/= B)
crl [7] : < NEXT, MS, HS, MR, HR, [B, M] ; QS, QRrR, LMS, LMR > =>
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR >
if (HR == B) or (MS =/= none)
< NEXT, MS, HS, M, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, MS, HS, none, HR, QS, QR, LMS, LMR ; M > .
rl [9] : < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR ; HR, LMS, LMR > .
crl [10] : < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, B ; QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, none, not(HS), MR, HR, QS, B ; QR, LMS ; MS, LMR >
if (HS == B)
crl [11] : < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, B ; QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, none, not(HS), MR, HR, QS, QR, MS ; LMS, LMR >
if (HS == B)
crl [12] : < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, B ; QR, LMS, LMR > =>
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR >
if (HS =/= B)

rl [8]

endm

La propiedad en la que estamos interesados es la de que los mensajes se entregan en el
orden correcto. Para demostrarla, vamos a comprobar que en todo momento o bien la lista
de los mensajes enviados es un prefijo de la lista de los mensajes recibidos, o viceversa.
Obsérvese que no es cierto siempre que la lista de los mensajes recibidos sea un prefijo de
la lista de los mensajes enviados, ya que los mensajes no son incluidos en esta segunda
lista hasta que el emisor ha recibido la confirmacién. Lo contrario tampoco es cierto en
general, ya que el receptor puede enviar la confirmacién antes de meter el correspondiente
mensaje. En el comprobador de modelos de Maude, la propiedad se expresa mediante el
término [] pref, donde el predicado de estado pref se especifica de la siguiente manera:

mod CHECK is
inc ABP .

op init : -> State .
op pref : -> Prop [ctor]

vars NEXT HS HR : Bool .
vars MS MR : Message .

vars LM LMR LMS : LMessage .
var QS : QPair .

var QR : QBool .

eq init = < false, none, true, none, false, nil, nil, nil, nil > .
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eq (< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS ; LM, LMS > |= pref) true .
eq (< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMR, LMR ; LM > |= pref) = true .
endm

Esto completa la especificacion del protocolo; sin embargo, como el conjunto de esta-
dos alcanzables es infinito, el comprobador de modelos no se puede utilizar.

La forma de resolver el problema consiste en simplificar el sistema utilizando una
abstracciéon que aparece en Miiller y Nipkow (1995). La idea es la siguiente: aunque
los canales no estdn acotados, su contenido, como se puede observar inspeccionando las
trazas de unas cuantas ejecuciones que comiencen en init, son siempre de la forma m}n,
con my,my € {a,b,c}. Entonces podemos obtener un sistema abstracto yuxtaponiendo
mensajes adyacentes iguales. N6tese que no necesitamos demostrar que los contenidos
de los canales sean realmente de esta forma: esto simplemente se usa como intuicién
para obtener un sistema mads simple. Ademds también tenemos que abstraer las listas de
mensajes que ya han sido enviados y recibidos y lo haremos eliminando de las cabeceras
de las listas los mensajes comunes. Obsérvese que esta abstracciéon no produce un sistema
con un namero finito de estados; en principio, es todavia posible tener cadenas infinitas
de mensajes de la forma mymomyms; ... que no pueden ser reducidas (abstraidas) més. Sin
embargo, va a resultar que el conjunto de estados alcanzables es finito y eso es todo lo
que el comprobador de modelos necesita.

La identificacion impuesta por la abstraccion puede definirse mediante las siguientes
ecuaciones:

eq < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR ; B ; B ; QR’, LMS, LMR > =
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR ; B ; QR’, LMS, LMR > .

eq < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS ; [B, M] ; [B, M] ; QS’, QR, LMS, LMR > =
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS ; [B, M] ; QS’, QR, LMS, LMR > .

eq < NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, M ; LMS, M ; LMR > =
< NEXT, MS, HS, MR, HR, QS, QR, LMS, LMR > .

Las dos primeras ecuaciones juntan mensajes adyacentes iguales en los canales, mientras
que la dltima corresponde a la eliminacién de aquellos mensajes que ya han sido enviados
y recibidos.

Es inmediato darse cuenta de que si dos estados son identificados por las ecuacio-
nes anteriores, entonces o bien ambos o ninguno satisfacen pref. En definitiva, todas
las obligaciones de prueba se satisfacen (en el ejemplo de la seccién siguiente se dan las
demostraciones detalladas para un caso similar) con lo que podemos ejecutar el compro-
bador de modelos de Maude para comprobar que la propiedad [] pref se cumple.

Maude> red init |= [] pref .
Result Bool: true

4.6.4 El protocolo BRP

En esta dltima seccién vamos a discutir en detalle un ejemplo algo mas complejo, el
protocolo de retransmisién acotada (Havelund y Shankar, 1996; D’Argenio et al., 1997),
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al que nos referiremos por sus siglas en inglés: BRP (Bounded Retransmission Protocol).
El protocolo BRP es una extensién del protocolo del bit alternante en el que se establece
un limite en el niimero de veces que se pueden transmitir los mensajes; la siguiente
descripcion estd tomada de Abdulla et al. (1999).

En el lado del emisor el protocolo requiere una secuencia de datos s = dj,...,d,
(accion REQ) y devuelve una sefial de confirmacién que puede ser sok, sNOk o sDNk. La
confirmacion sok significa que el fichero ha sido transmitido con éxito, sNnok significa que
el fichero no ha sido transmitido completamente y spNk significa que el fichero puede que
no se haya transmitido completamente. Esta tltima sefial se produce cuando el dltimo
dato d;, es enviado pero no se recibe confirmacién de que ha sido recibido.

Del lado del receptor el protocolo entrega cada dato que ha sido recibido correctamente
junto con una indicacién que puede ser RFST, RINC, ROK 0 RNOK. La indicacién r¥sT significa
que el dato entregado es el primero y que le seguiran otros, RINC significa que el dato
es uno de los intermedios y Rok que este era el ultimo dato y que el fichero ha sido
completado. Sin embargo, cuando se pierde la conexién con el servidor la indicacién que
se presenta es RNOK (sin ningtin dato).

En Maude, los distintos estados locales del emisor y del receptor, los mensajes, las
secuencias de mensajes y las etiquetas de las transiciones se pueden representar de la
manera siguiente:

fmod DATA is
sorts Sender Receiver .
sort Label .
sorts Msg MsgL .
subsort Msg < MsgL .

ops Os 1s 2s 3s 4s 5s 6s 7s : -> Sender .
ops Or 1r 2r 3r 4r : -> Receiver .

ops none req snok sok sdnk rfst rnok rinc rok : -> Label .

ops 0 1 fst last : -> Msg .

op nil : -> MsgL .

op _;_ : MsgL MsgL -> MsgL [assoc id: nil]
endfm

Entre las propiedades que el protocolo deberia satisfacer se encuentran las siguientes:

1. Una peticién rReQ debe ir seguida de una sefial de confirmacién (sok, SNOK 0 SDNK)
antes de la siguiente peticion.

2. Una indicacién rrsT debe ser seguida de una de las indicaciones Rox 0 RNOK antes
del comienzo de una nueva transmision (nueva peticién a un emisor).

3. Una sefial de confirmacién sox debe ir precedida de una sefial rRoOK.

4. Una indicacién rNok debe ir precedida de una sefial de confirmacién sNOk 0 SDNK
(cancelacion de la transmision).
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El protocolo BRP es modelado en Abdulla et al. (1999), tras algunas simplificaciones
para eliminar todas las referencias al tiempo del sistema, como un sistema con un canal
de comunicacién con fallos. Nuestra especificacién en Maude estd adaptada de la suya.
Los estados del sistema se representan mediante un tipo State que se construye con el
operador 7-ario<_, _, _, -, -, -, >. Las componentes primera y quinta describen la situaciéon
actual del emisor y del receptor, respectivamente. La segunda y la sexta son valores
booleanos utilizados por el emisor y por el receptor por motivos de sincronizacién. Las
componentes tercera y cuarta de la tupla se corresponden con los dos canales con fallos
a través de los cuales el emisor y el receptor se comunican. La tltima componente lleva
el registro del nombre de la dltima transiciéon utilizada para alcanzar el estado actual
(de ahi los nombres de las constantes del tipo Label: req, snok, sok, ...). Solo hacemos
explicito el nombre de estas transiciones para los casos en los que estamos interesados (es
decir, aquellos requeridos por las propiedades); en los demds usaremos el valor none.

Para una descripcién mas detallada del protocolo nos referimos al trabajo de Abdulla
et al. (1999). En Maude, el protocolo queda como sigue:

mod BRP is
protecting DATA .
inc MODEL-CHECKER .

Op <_,_y—y—y—y—,—> - Sender Bool MsgL MsgL Receiver Bool Label -> State .
op initial : -> State .

var S : Sender .

var R : Receiver .
var M : lMsg .

vars K L KL : MsgL .
vars A RT : Bool .
var LA : Label .

eq initial = < 0s, false, nil, nil, Or, false, none > .
rl [REQ] : < 0s, A, nil, nil, R, false, LA > =>

< 1ls, false, nil, nil, R, false, req > .
rl [K!fst] : < 1s, A, K, L, R, RT, LA > =>

< 2s, A, K ; fst, L, R, RT, none > .
rl [K!fst] <2s, A, K, L, R, RT, LA > =>

< 2s, A, K ; fst, L, R, RT, none > .
rl [L?fst] <2s, A, K, fst ; L, R, RT, LA > =>

< 3s, A, K, L, R, RT, none > .

crl [L?-fst] : < 2s, A, K, M ; L, R, RT, LA > =>
< 2s, A, K, L, R, RT, none > if M =/= fst .
rl [K!®] : < 3s, A, K, L, R, RT, LA > =>
<4s, A, K ; 0, L, R, RT, none > .
rl [K!last] : < 3s, A, K, L, R, RT, LA > =>
< 7s, A, K ; last, L, R, RT, none > .
rl [K!®] : < 4s, A, K, L, R, RT, LA > =>
<4s, A, K ; 0, L, R, RT, none > .
crl [L?-0] : <4s, A, K, M ; L, R, RT, LA > =>
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rl

rl

rl

rl

rl

<4s, A, K, L, R, RT, none > if M =/= 0 .

[L?0] : < 4s, A, K, 0 ; L, R, RT, LA > =>

< 5s, A, K, L, R, RT, none > .
[SNOK] : < 4s, A, K, nil, R, RT, LA > =>

< 0s, true, K, nil, R, RT, snok > .
[K'1] : < 5s, A, K, L, R, RT, LA > =

< 6s, A, K; 1, L, R, RT, none > .
[K'last] : < 5s, A, K, L, R, RT, LA > =

< 7s, A, K ; last, L, R, RT, none > .

[K'1] : < 6s, A, K, L, R, RT, LA > =>

< 6s, A, K; 1, L, R, RT, none > .

crl [L?-1] : <6s, A, K, M; L, R, RT, LA > =>

rl

rl

< 6s, A, K, L, R, RT, none > if M =/=1 .

[SNOK] : < 6s, A, K, nil, R, RT, LA > =>
< 0s, true, K, nil, R, RT, snok > .
[K!last] : < 7s, A, K, L, R, RT, LA > =>
< 7s, A, K ; last, L, R, RT, none > .

crl [L?-last] : < 7s, A, K, M ; L, R, RT, LA > =>

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

rl

< 7s, A, K, L, R, RT, none > if M =/= last .

[SOK] : < 7s, A, K, last ; L, R, RT, LA > =>
< 0s, A, K, L, R, RT, sok > .

[SDNK] : < 7s, A, K, nil, R, RT, LA > =>
< 0s, true, K, nil, R, RT, sdnk > .

[RFST] : < S, false, fst ; K, L, Or, RT, LA > =>

< S, false, K, L ; fst, 1r, true, rfst > .

[K?fstL!fst] : < S, A, fst ; K, L, 1r, RT, LA > =>

<S, A, K, L ; fst, 1r, RT, none > .

[RNOK] : < S, true, nil, L, 1r, RT, LA > =>

< S, true, nil, L, 1r, false, rnok > .
[RINC] : < S, false, 0 ; K, L, 1r, RT, LA > =>

< S, false, K, L ; 0, 2r, RT, rinc > .
[ROK] : < S, false, last ; K, L, 1r, RT, LA > =>

< S, false, K, L ; last, 4r, RT, rok > .
[K?0L!®] : < S, A, ® ; K, L, 2r, RT, LA > =

<S, A, K, L; 0, 2r, RT, none > .

[RINC] < S, false, 1 ; K, L, 2r, RT, LA > =>

< S, false, K, L ; 1, 3r, true, rinc > .
[RNOK] : < S, true, nil, L, 2r, RT, LA > =>

< S, true, nil, L, Or, false, rnok > .
[ROK] : < S, false, last ; K, L, 2r, RT, LA > =>

< S, false, K, L ; last, 4r, RT, rok > .
[RINC] : < S, false, 0 ; K, L, 3r, RT, LA > =>
< S, false, K, L ; 0, 2r, RT, rinc > .
[K?1L!'1] : < S, A, 1 ; K, L, 3r, RT, LA > =>
<S, A, K, L; 1, 3r, RT, none > .
[ROK] : < S, false, last ; K, L, 3r, RT, LA > =>
< S, false, K, L ; last, 4r, RT, rok > .
[RNOK] : < S, true, nil, L, 3r, RT, LA > =>
< S, true, nil, L, Or, false, rnok > .
[K?lastL!last] : < S, A, last ; K, L, 4r, RT, LA

>

=>
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< S, A, K, L ; last, 4r, RT, none > .
rl [empty] : < S, A, last ; K, L, 4r, RT, LA > =>
< S, A, nil, L, Or, false, none > .
endm

Las propiedades que el sistema deberia satisfacer imponen requisitos que suelen exigir
que ciertas transiciones ocurran antes que otras. Para formular requisitos de esta forma
general vamos a declarar una proposicién atémica paramétrica, tr (LA), que serd cierta en
aquellos estados que resulten de la aplicaciéon de una transicién etiquetada con LA.

mod BRP-CHECK is
inc BRP .

op tr : Label -> Prop .

var S : Sender . var R : Receiver .
var M : Msg . vars K L : MsgL .
vars A RT : Bool . vars LA : Label .

eq (< S, A, K, L, R, RT, LA > |= tr(LA)) = true .
endm

Ahora las cuatro propiedades pedidas se pueden expresar en la légica temporal de
Maude como sigue:

1. [ICtr(req) -> 0 (T tr(req) W (tr(sok) \/ tr(snok) \/ tr(sdnk))));
2. [1Ctr(rfst) -> (" tr(req) W (tr(rok) \/ tr(rnok))));
3. [1(tr(req) -> (" tr(sok) W tr(rok)));

4. [1(tr(req) -> (* tr(rnok) W (tr(snok) \/ tr(sdnk))))

Notese que en estas férmulas aparecen tanto negaciones como implicaciones. Por lo tanto,
para que podamos aplicar el teorema 4.1 debemos asegurarnos de que la abstraccién que
se defina sea estricta, esto es, que preserve las proposiciones atémicas.

El sistema es infinito pero uno se da cuenta en seguida de que, como ya ocurria en
el protocolo ABP, el contenido de los canales siempre se ajusta a la expresion regular
m’img, donde m; y m; toman valores sobre {first, last, 0, 1}. Por lo tanto, para colapsar
el conjunto de estados a un nimero finito podemos utilizar la idea de mezclar mensajes
adyacentes que sean iguales, lo que se puede especificar por medio de las dos siguientes

ecuaciones:

eq <S, A, KL; M; M; K, L, R, RT, LA > =
<S, A, KL ; M; K, L, R, RT, LA > .

eq <S, A, K, KL ; M; M; L, R, RT, LA > =
<S, A, K, KL ; M; L, R, RT, LA > .
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Noétese que, de nuevo, no necesitamos probar que los contenidos de los canales de comu-
nicacion son realmente de la forma m}m,. Esto solo se usa como intuicién para guiarnos
a la hora de elegir las ecuaciones que definan la abstraccién y puede usarse con inde-
pendencia de la validez de la afirmacién (aunque probablemente no seria muy ttil si la

afirmacién no fuese cierta).

Se comprueba inmediatamente, debido a que las ecuaciones de la abstraccién no
afectan a la etiqueta del estado, que tan solo se identifican estados que satisfacen las
mismas proposiciones atémicas. Por lo tanto, los requisitos del teorema 4.1 se cumplen.
Y puesto que las ecuaciones se aplican a componentes disjuntas del estado y solo hay un
nimero finito de mensajes que puedan ser eliminados, también tenemos las propiedades
de Church-Rosser y terminacion.

¢Qué ocurre con la dificultad del bloqueo? Mediante la inspeccién de los lados iz-
quierdos de las reglas en BRP se ve facilmente que la ecuaciéon

enabled(< S, A, KL ; M ; K, L, R, RT, LA >) = true

no se cumple (piénsese en el caso en el que S es igual a 0s) para el operador enabled
definido en la seccién 4.5, por lo que la regla

rl <S, A, KL ; M; K, L, R, RT, LA>=><S, A, KL ; M; K, L, R, RT, LA > .

deberia ser afiadida; algo parecido ocurre con la segunda ecuacién que define la abstrac-
cion. Noétese que sin embargo podemos hacer algo atiin mejor. Por inspeccién directa de
las reglas es facil comprobar que, con la excepcién del caso en el que S es igual a 0s,
en realidad todos los términos dela forma< S, A, KL ; M ; K, L, R, RT, LA >estdn
habilitados (existe alguna regla que se les puede aplicar). Asi, en lugar de la anterior
podemos afiadir simplemente las reglas

rl [deadlock] Os, A, KL ; M ; K, L, R, RT, LA > =
Os, A, KL ; M; K, L, R, RT, LA > .
0s, A, K, KL ; M ; L, R, RT, LA > =>
0s, A, K, KL ; M ; L, R, RT, LA > .

<
<

rl [deadlock] : <
<

Finalmente, la dltima de las obligaciones de prueba por comprobar es la de la cohe-
rencia, que también falla. Considérese por ejemplo el término

< 2s, true, nil, fst ; fst, Or, true, none >

Este término se puede reescribir utilizando la primera de las reglas etiquetadas con
[L?fst] dando lugar a otro término ¢t de la forma

< 3s, true, nil, fst, Or, true, none >

Sin embargo, si lo hubiéramos reducido primero utilizando las ecuaciones habriamos
obtenido

< 2s, true, nil, fst, Or, true, none >
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que ya no puede ser reescrito a ¢t ni a ningtin otro término ecuacionalmente igual (un
mensaje fst adicional ha sido consumido siguiendo este camino). Para solucionar este
problema se tiene que afiadir la siguiente regla:

rl [L?fst’] : < 2s, A, K, fst ; L, R, RT, LA > =>
< 3s, A, K, fst ; L, R, RT, none > .

Con ella queda resuelto el problema de coherencia.

La misma situacién se plantea con todas aquellas reglas en las que un mensaje es
eliminado de una de las listas; la solucién en todos los casos es la misma, lo que resulta
en la adicion de todas las siguientes reglas:

crl [L?-fst’] : < 2s, A, K, ; L, R, RT, LA > =>
< 2s, A, K, ; L, R, RT, none > if M =/= fst .
crl [L?-0"] : <4s, A, K, M ; L, R, RT, LA > =>
<4s, A, K, M ; L, R, RT, none > if M =/= 0 .
rl [L?0°] : <4s, A, K, 0 ; L, R, RT, LA > =>
< 5s, A, K, 0 ; L, R, RT, none > .
crl [L?-1] : <6s, A, K, M ; L, R, RT, LA > =><6s, A, K, M ; L, R, RT, none >
ifM=/=1.
crl [L?-last] : < 7s, A, K, M ; L, R, RT, LA > =>
< 7s, A, K, M ; L, R, RT, none >
if M =/= last .
rl [SOK] : < 7s, A, K, last ; L, R, RT, LA > =>
< 0s, A, K, last ; L, R, RT, sok > .
rl [RFST’] : < S, false, fst ; K, L, Or, RT, LA > =>
< S, false, fst ; K, L ; fst, 1r, true, rfst > .
rl [K?fstL!fst’] : < S, A, fst ; K, L, 1r, RT, LA > =>
<S, A, fst ; K, L ; fst, 1r, RT, none > .
rl [RINC’] : < S, false, 0 ; K, L, 1r, RT, LA > =>
< S, false, ® ; K, L ; 0, 2r, RT, rinc > .
rl [ROK’] : < S, false, last ; K, L, 1r, RT, LA > =>
< S, false, last ; K, L ; last, 4r, RT, rok > .
rl [K?0L!0’] : < S, A, 0 ; K, L, 2r, RT, LA > =>
<S, A, 0 ;K,L; 0, 2r, RT, none > .
rl [RINC’] : < S, false, 1 ; K, L, 2r, RT, LA > =>
< S, false, 1 ; K, L ; 1, 3r, true, rinc > .
rl [ROK’] : < S, false, last ; K, L, 2r, RT, LA > =>
< S, false, last ; K, L ; last, 4r, RT, rok > .
rl [RINC'] : < S, false, 0 ; K, L, 3r, RT, LA > =>
< S, false, ® ; K, L ; 0, 2r, RT, rinc > .
rl [K?1L'1’] : < S, A, 1 ; K, L, 3r, RT, LA > =>
<S,A,1;K,L; 1, 3r, RT, none > .
rl [ROK’] : < S, false, last ; K, L, 3r, RT, LA > =>
< S, false, last ; K, L ; last, 4r, RT, rok > .
rl [K?lastL!last’] : < S, A, last ; K, L, 4r, RT, LA > =>
< S, A, last ; K, L ; last, 4r, RT, none > .

M
M

El deseado médulo ABSTRACT-BRP-CHECK con la abstraccién ejecutable se obtiene
ahora importando BRP-CHECK e incluyendo las ecuaciones que definen la abstraccién, las
dos reglas [deadlock] y las reglas que acabamos de enumerar més arriba.
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Podemos entonces utilizar el comprobador de modelos de Maude sobre el sistema es-
pecificado por ABSTRACT-BRP-CHECK para verificar que todas las propiedades se cumplen
en él. Como todas las obligaciones de prueba se cumplen, podemos inferir correctamente
que las propiedades también se cumplen en el sistema original.

Maude> red modelCheck(initial,
[1(tr(req) ->
0 (" tr(req) W (tr(sok) \/ tr(snok) \/ tr(sdnk))))) .
reduce in ABSTRACT-BRP-CHECK : modelCheck(initial, [](tr(req) ->
0 (7 tr(req) W tr(sdnk) \/ (tr(snok) \/ tr(sok))))) .
result Bool: true

Maude> red modelCheck(initial,
[1Ctr(rfst) -> (7 tr(req) W (tr(rok) \/ tr(rnok))))) .
reduce in ABSTRACT-BRP-CHECK : modelCheck(initial, [](tr(rfst) ->
" tr(req) W tr(rnok) \/ tr(rok))) .
result Bool: true

Maude> red modelCheck(initial, [](tr(req) -> (7 tr(sok) W tr(rok)))) .
reduce in ABSTRACT-BRP-CHECK : modelCheck(initial, [](tr(req) ->

" tr(sok) W tr(rok))) .
result Bool: true

Maude> red modelCheck(initial,tr(req) -> (© tr(rnok) W (tr(snok) \/ tr(sdnk)))) .
reduce in ABSTRACT-BRP-CHECK : modelCheck(initial, tr(req) ->

" tr(rnok) W tr(snok) \/ tr(sdnk)) .
result Bool: true

4.7 Conclusiones

En Clarke et al. (1994) se defini6 la simulacién de un sistema M por medio de otro M’
a través de una funcién sobreyectiva y se identifico el sistema simulador 6ptimo M}r’n i
La idea de simular por medio de un cociente ha sido también explorada en los trabajos
de Clarke et al. (1999, 2000), de Bensalem et al. (1998), Kesten y Pnueli (2000b), Manolios
(2001) y Dams et al. (1997) entre otros, aunque la construccién en Dams et al. (1997)
requiere el uso de una conexién de Galois en lugar de una simple funcién. Bensalem
et al. (1998) proponen el uso de demostradores de teoremas para construir la relacién
de transicién del sistema abstracto y también lo hace Manolios (2001), quien los utiliza
para probar que una funcién es representativa, lo que implica que puede ser usada como
entrada de un algoritmo que extrae M"" . a partir de M. Estos usos de los demostradores
de teoremas se concentran en la correccion de la relacidon de transicion abstracta, mientras
que nuestro método se centra en lograr que la relacién de transiciéon minimal (que es
correcta por construccidn) sea computable y en demostrar la preservacién de la funcién
de etiquetado. En Clarke et al. (1994, 1999), por otro lado, el modelo minimal /\/(’rln i Se
descarta en favor de aproximaciones menos precisas pero mads faciles de computar; bajo
nuestra Optica esto corresponderfa a afiadir reglas de reescritura a la especificaciéon para
simplificar las demostraciones de las obligaciones de prueba (lo que ciertamente puede
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ser una alternativa razonable a la hora de aplicar las técnicas de este capitulo con una
metodologia mds “ligera”). En todos los trabajos mencionados, dos estados se identifican
siy solo si satisfacen las mismas proposiciones atémicas; nuestra definicién de simulaciéon
es mds general.



Capitulo 5

Simulaciones algebraicas

Tras estudiar la idea de abstraccién de sistemas y presentar una técnica para realizarla
enlalégica de reescritura, pasamos ahora a estudiar la nocién de simulacién en sentido mds
amplio, como un medio para relacionar dos sistemas arbitrarios, sin que necesariamente
uno sea finito o mas simple que el otro. Nos interesa asi una definicién de simulacién
lo mas general posible, por lo que vamos a extender la del capitulo 4 en dos direcciones
de forma que se puedan relacionar sistemas sobre proposiciones atémicas distintas y no
sea necesario preservar las transiciones estrictamente, sino solo salvo tartamudeo. Todas
nuestras construcciones tendran su contrapartida al nivel de la l6gica de reescritura, que
veremos se puede utilizar para especificar cualquiera de ellas mediante unos resultados
generales de representabilidad.

Como ya se hizo en el capitulo anterior, a medida que vayamos introduciendo nuestras
diferentes nociones de simulacién las iremos organizando en categorias junto con las
correspondientes estructuras de Kripke. Aunque se daradn ya algunos resultados sobre
ellas, un estudio categérico en si mismo no se llevard a cabo hasta el capitulo 6.

5.1 Moviéndonos entre distintos niveles

Estamos interesados en una definicién de simulacién mds general, una en la que
estructuras de Kripke sobre diferentes conjuntos AP y AP’ puedan ser relacionadas. Esto
ofreceria una manera muy flexible de relacionar estructuras de Kripke y nos permitiria
agrupar todas las categorias anteriores KSim,4p en una tnica. En primer lugar necesitamos
la siguiente definicion para trasladar las propiedades de una estructura de Kripke a un
conjunto distinto de proposiciones atémicas.

Definicién 5.1 Dada una funcion « : AP — State(AP’) y una estructura de Kripke A =
(A, =4, La) sobre AP’, definimos la estructura de Kripke reducto Al, = (A, =4, L#,) sobre
AP como aquella cuya funcion de etiquetado viene dada por Lz (a) = {p € AP | A,a kE a(p)}.

La definicién de « se extiende homomorficamente a férmulas ¢ € CTL*(AP) de la
manera esperada, reemplazando cada proposicién atémica p que aparece en ¢ por a(p);
denotamos esta extension mediante a(¢).
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La nocién de reducto de una estructura de Kripke estd inspirada en la de reducto de
un algebra; como para aquella, tenemos el siguiente resultado relacionando la satisfacciéon
de férmulas por estructuras de Kripke con sus correspondientes traducciones y reductos.

Proposiciéon 5.1 Sean a : AP — State(AP’) una funcion y ¢ una férmula en CTL*(AP).
Entonces, para toda estructura de Kripke A = (A, =4, La) sobre AP’, estado a € A y camino 7t

e si @ es una formula de estado, A,a | a(p) < Al,akE @,y

e si @ es una formula de camino, A, m | a(p) & Aly, 1 @.

Demostraciéon. Demostraremos ambas afirmaciones al tiempo mediante induccién si-
multdnea sobre la estructura de las férmulas.

El resultado se sigue por definicién de A, si p es una proposiciéon atémica y es trivial
enel casode Ty L. Para Ap se tiene que

AakEa(Ap) < A nkEa(p) paratodocamino  que comience ena
& A, mE@ paratodo camino 7 que comience en a
= AakEAp

donde la primera equivalencia se cumple porque a(Ag) = Aa(p) y la segunda gracias a
la hipétesis de induccién. Para Fo,

AnkEalFp) < A" Ea(p)paraalginn € N
= Ay Ee
— Al,nEFp

donde la segunda equivalencia se sigue de la hipétesis de induccién. La demostraciéon
procede de manera andloga para el resto de los operadores temporales. O

Noétese que no tiene ningtin sentido llevar una proposicién atémica, que es una férmula
de estado, en una férmula arbitraria de ACTL" que podria ser una férmula de camino.
Por lo tanto, la eleccién de State(AP’) como el rango de las funciones a es tan general
como resulta posible.

Hay que sefialar también que cuando trabajemos con simulaciones no estrictas, como
las férmulas reflejadas estardn en ACTL"\-(AP) querremos que nuestras funciones « ten-
gan su rango en el fragmento libre de negacién State\-(AP’), esto es, usaremos funciones
a : AP — State\-(AP’).

Ahora la definicién generalizada de simulacién resulta inmediata. Noétese que sim-
plemente estamos elaborando los detalles de la construcciéon de Grothendieck (Tarlecki
et al., 1991) sobre una categoria indexada particular (véase la seccién 6.4 del capitulo 6).

Definicién 5.2 Dada una estructura de Kripke A sobre un conjunto AP de proposiciones atomicas
y una estructura de Kripke 8B sobre un conjunto AP’, una simulacién (resp. simulacién estricta)
(a,H) : (AP, A) — (AP’, B) consiste en una funcion a : AP — State\—(AP’) (resp. a :
AP — State(AP’)) y una AP-simulacién (resp. AP-simulacion estricta) H : A — B,.
Decimos que («, H) es un morfismo (resp. morfismo estricto) o una bisimulacién si H lo es en

la categoria KSimp (resp. KSimj}p).
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Estas simulaciones generalizadas también se pueden componer.

Proposicién 5.2 Si (o, F) : (AP, A) — (AP, B)y (B,G) : (AP’, B) — (AP”,C) son simula-
ciones entonces (B, G) o (a, F) = (E o a, G o F) también es una simulacion.

Demostracién. Tenemos que comprobar que F : A — Cﬁo , € una AP-simulacién. Sean
a € Ay c € Ctales que a(G o F)c; entonces existe un elemento b € 8 tal que aFb y bGe.

Vamos a comprobar primero que GoF es una simulacién de los sistemas de transiciones
subyacentes. Sia — 4 a’, como F : A — B, es una AP-simulacion existe b’ € B tal que
a’Fb' y b —g b’; de manera andloga, existe ¢’ € C tal que b'Gc” y ¢ —¢ ¢’. Tenemos asi que
a’(G o F)c’ con ¢ —¢ ¢’ como se necesitaba.

Sea ahorap € Lqm (c):

pela, () = Cck B(a(p)) (por definicién)
& C(Clg,ckFa(p) (porlaproposicién5.1)
=  B,bEalp) (por el teorema 4.1)
= Bl,bEp (por la proposicién 5.1)
= AakEp (F es una AP-simulacién)
< pe€Lalh)
Esto es, LCIBO& (c) € La(a) y G o F es una AP-simulacién. O

Por lo tanto, usando pares (AP, A), con AP un conjunto de proposiciones atémicas y A
una estructura de Kripke sobre AP, como objetos y los morfismos adecuados en cada caso
obtenemos las categorias KSim, KMap y KBSim. De nuevo, si (a, H) es un isomorfismo
en KSim entonces H debe ser un morfismo y una bisimulacién.

Hay que sefialar que, por el contrario, las simulaciones estrictas no se pueden com-
poner. En la demostracién anterior, si F y G fueran estrictas la dltima implicacién se
convertiria en una equivalencia, pero no ocurriria lo mismo con la primera. Por ejemplo,
consideremos las siguientes tres estructuras de Kripke sobre el mismo conjunto AP = {p}
de proposiciones atémicas, con La(a) = Lg(b) = Lc(c) = {p} y Le(d) = 0:

A B C
.Q .Q C.H.Q
a b o d

Entonces, si definimos a(p) = AGp, B(p) = p, f(a) = by g(b) = c, es facil comprobar que
(a,f) : (AP, A) — (AP, B)y (B,8) : (AP, B) — (AP, C) son simulaciones estrictas, pero
(E oa,go f): (ARLA) — (AP,C)noloes:p ¢ LC% (c) porque C,c £ AGp. Claramente,
el motivo reside en el hecho de que a aplica una proposicién atémica en una férmula
arbitraria. Las AP-simulaciones estrictas se pueden componer porque los elementos que
relacionan satisfacen exactamente las mismas proposiciones; ahora que nos movemos en-
tre distintos niveles y transformamos proposiciones atémicas en férmulas generales, para
que las simulaciones se pudieran componer serfa necesario que elementos relacionados
satisfacieran dichas férmulas, lo cual en general no es cierto.
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De esta manera, si estuviéramos interesados en tener simulaciones estrictas que se
pudieran componer habria que restringir el rango de la funcién a. Bastaria con exigir
que a solo llevase proposiciones atémicas a proposiciones atémicas, pero una ligera
generalizacion resulta posible: es suficiente pedir que el rango de a sea de la forma
Bool(AP), el subconjunto de las férmulas de estado en ACTL*(AP) que no contienen
el operador A (esto es, las expresiones booleanas sobre AP). Se tiene entonces que la
composicién de simulaciones estrictas es consecuencia de la siguiente especializacién
sencilla del teorema 4.1.

Proposicién 5.3 Las AP-simulaciones estrictas, ademds de reflejar, siempre preservan las formu-
las en Bool(AP); es decir, si H : A — B es una AP-simulacion estricta, aHb y ¢ € Bool(AP),

AakEq@ siysolosi B,bE .

Esta es una situacién que se repetird de nuevo, aunque bajo una apariencia distinta, en
las secciones 6.3 y 6.4.

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante escribiremos (o, H) : A — B en
lugar de (a, H) : (AP, A) — (AP’, B) excepto en aquellas situaciones en las que podria
ser motivo de confusion.

Definicién 5.3 Dadas dos estructuras de Kripke ‘A sobre AP y B sobre AP’, una simulacion
(o, H) : A —> Brefleja la satisfaccion de una formula ¢ € CTL*(AP) cuando:

o @ es una formula de estado y B,b k= a(p) y aHb implica que A, a = ¢; o bien
o ¢ es una formula de camino y B, p = a(p) y nHp implica que A, | ¢.

Los principales resultados que obtuvimos para estructuras de Kripke sobre un con-
junto fijo de proposiciones atémicas se extienden de manera natural a simulaciones ge-
neralizadas.

Teorema 5.1 Las simulaciones siempre reflejan la satisfaccion de formulas en ACTL*\—. Ademds,
las simulaciones estrictas también reflejan la satisfaccion de formulas ACTL".

Demostracién. El resultado es una consecuencia directa de la proposicién 5.1 y del teore-
ma 4.1. O

5.2 Simulaciones tartamudas

Otra direccién en la que la definicién original de simulacién se puede extender es la
de las bisimulaciones tartamudas utilizadas en Browne et al. (1988) y Namjoshi (1997) o,
con mayor generalidad, las simulaciones tartamudas de Manolios (2001).

Definicién 5.4 Sean A = (A, —>a) y B = (B, —g) sistemas de transiciones y sea H C A X B
una relacion. Dado un camino 1 en Ay un camino p en B, decimos que p H-encaja (H-matches)
con Tt si existen dos funciones estrictamente crecientes v, f : N — IN con a(0) = B(0) = 0 tales
que, para todo i, j,k € N, si a(i) < j < a(i + 1) y p(i) < k < B(i + 1), se cumple que 1t(j)Hp(k).
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Por ejemplo, el siguiente diagrama muestra el comienzo de dos caminos que encajan,
con elementos relacionados unidos por lineas discontinuas y donde a(0) = 5(0) = 0,
a(l) =2,p(1) =3, a(2) =5.

~
AN N AN
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~ N\ N | Ve
~ N N
= e ° °

/

T e
| 4

N/

[}
) |
N ~
s N
[}

p e

Definicién 5.5 Dados dos sistemas de transiciones ‘A y B, una simulacién tartamuda de
sistemas de transiciones H : A — B es una relacion binaria H C A X B tal que si aHb
entonces para cada camino 7 en A que comience en a existe un camino p en B que comienza en b
que H-encaja con .

Si H es una funcién decimos que H es un morfismo tartamudo de sistemas de transiciones.
Si tanto H como H™! son simulaciones tartamudas, entonces decimos que H es una bisimulacién
tartamuda.

Las simulaciones tartamudas de sistemas de transiciones se pueden componer (Ma-
nolios, 2001, lema 4) y junto con los sistemas de transiciones definen una categoria que
denotamos STSys.

La extension a las estructuras de Kripke es obvia:

Definicién 5.6 Dadas dos estructuras de Kripke A = (A,—a,La) y B = (B, —g, Lg) sobre
AP, una AP-simulacién tartamuda H : A — B es una simulacion tartamuda de sistemas de
transiciones H : (A, > a) — (B, —=g) tal que si aHb entonces Lg(b) € La(a). Decimos que la
AP-simulacion tartamuda H es estricta si aHb implica que Lg(b) = La(a).

De nuevo, las AP-simulaciones tartamudas se pueden componer y definen una categoria
KSSimyp con las correspondientes subcategorias para simulaciones tartamudas estrictas
y morfismos.

Observacién 5.1 Nuestra definicion de simulacion tartamuda estd estrechamente relacio-
nada con la utilizada por Manolios (2001, 2003), pero con algunas diferencias técnicas y
metodoldgicas. El define sus simulaciones sobre un tinico conjunto obtenido mediante la
unién disjunta de las dos estructuras de Kripke, y constan de dos ingredientes distintos: la
relacién de simulacién y una funcién de refinado que “toma prestada” para la estructura
de origen la informacién de etiquetado de la estructura destino.

Ya comentamos en la seccién 4.2 que la nocién de AP-simulacién era muy general y
que incluso permitia relaciones vacias. El mismo comentario se aplica ahora a las AP-
simulaciones tartamudas y también, tal y como ocurrié entonces, se puede demostrar que
todas las AP-simulaciones tartamudas surgen a partir de relaciones totales.

Proposiciéon 5.4 Sea H : A — B una AP-simulacion tartamuda. Se tiene entonces que,
para toda subestructura de Kripke completa B C B, la terna HY(B') = (H'(B),—»a N
HY(B")x H'\(B), Lalg-1(p)) es una subestructura de Kripke completa de A. En particular,

H~Y(B) es una subestructura de Kripke completa de A.
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Demostracion. Tenemos que mostrar que la relacién de transicion es total y que H™}(8)
es completa en A.

Sea a un elemento de H™!(B’) tal que a — 4 a’ (que existe porque —  es total) y sea
7t un camino en A tal que 11(0) = a y (1) = a’. Por definicion, existe b € B’ tal que aHb.
Ahora, como H es una AP-simulacién tartamuda existe un camino p en 8 que comienza
en b y que H-encaja con 71, y puesto que 8’ es completa en B, p es en realidad un camino
en B’. Como p H-encaja con 7, se tiene a’Hp(i) para algtn i; asi a’ € H"(B’), —H-1(®) €S
total y H™}(8’) es completa en A. m

La definicién de cudndo una simulacion refleja la satisfaccién de una férmula tiene
que ser ligeramente modificada en este contexto para el caso de los caminos.

Definicién 5.7 Una AP-simulacién tartamuda H : A — B refleja la satisfaccion de una
formula ¢ € CTL*(AP) cuando:

o ¢ es una formula de estado y B,b k= ¢ y aHb implica que ‘A, a k= @; o bien
e ¢ es una formula de camino y B, p = ¢ y p H-encaja con m implica que A, 1t = .

Es claro que el operador “siguiente” X de la 16gica temporal no es reflejado por las AP-
simulaciones tartamudas; sin embargo, si restringimos nuestra atencién a ACTL"\ X(AP) y
ACTL*\{—, X}(AP), es decir, a los fragmentos de la 16gica que no contienen X, las férmulas
si se reflejan. En la préctica la eliminacién del operador X no es una gran pérdida porque,
como se defiende en Lamport (1983), las propiedades en las que uno esta interesado no
suelen centrarse en que algo ocurra en el siguiente paso sino tan solo en que termine
ocurriendo, por lo que no utilizan X en sus enunciados.

Teorema 5.2 Las AP-simulaciones tartamudas reflejan la satisfaccién de las férmulas en la 16gi-
ca ACTL*\{=, X}(AP). Ademds, las AP-simulaciones tartamudas estrictas también reflejan la
satisfaccion de las formulas en ACTL" \ X(AP).

Demostracién. Sea H : A — B una AP-simulacién tartamuda y supongamos que aHb y
que p H-encaja con 1t por medio de a y 5. Procedemos por induccién simultdnea sobre la
estructura de las férmulas de estado y de camino.

Para una proposicién atémica p, si 8,b | p entonces p € Lg(b) € La(a) y por lo tanto
A,a E p. El resultado es trivial para T y L. Para una férmula de estado A¢, si 8,b = Ap
entonces B, p’ = ¢ para todos los caminos p’ en B que comienzan en b. Sea entonces 7’
un camino en A que comience en a y, abusando de la notacién, escribimos H(r") para uno
cualquiera de los caminos que H-encajan con n’ en 8 y que comienzan en b. Entonces,
B,H(1") E ¢y, por la hipétesis de induccién, A, " | ¢ y por lo tanto A,a E Ag. El
resultado para los operadores 16gicos V y A, tanto para férmulas de estado como de
camino, se sigue inmediatamente a partir de la hipétesis de induccién.

Si B, p = Fp entonces existe n € IN tal que B, p” = ¢. Sea i el tnico ndmero natural tal
que B(i) < n < (i + 1). Se tiene entonces que pP?), pero también p", H-encaja con %@ y,
por la hipétesis de induccién, A, 199 | ¢ y por lo tanto A, 1t | Fo.
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Si B,p F ¢p1Ugp, entonces existe n € N tal que B,p" E ¢2 y, para todo m < n,
B, p™ E @1. Sea i el tinico ndmero natural tal que (i) < n < (i + 1). Entonces p" H-encaja
con *@ y, por la hipétesis de induccién, A, 1@ | ¢,. Sea ahora m < afi). Si j es el
tnico namero natural tal que a(j) < m < a(j + 1), como «a es estrictamente creciente debe
tenerse que j < i, y como f también es estrictamente creciente, (j) < (i) < n con lo que
B, pPi) = ¢q1. Como pP) H-encaja con 7, por hipétesis de induccién, A, " k= @1 y por
lo tanto A, © = @1Ug;.

Las demostraciones para R y G son similares.

En el caso de las AP-simulaciones tartamudas estrictas es suficiente con consider
tan solo férmulas en forma normal negativa. La demostracién es exactamente como la
anterior, aunque ahora hay que considerar también el caso adicional en el que la férmula
es de la forma —p para una proposiciéon atémica p. En este caso, si 8,b = —p entonces
p ¢ Lg(b) y, como H es estricta, se sigue que p ¢ La(a) y A, a | —p como se exigia. 0

Finalmente podemos combinar las dos extensiones de la nocién de simulacion (sobre
distintos conjuntos de proposiciones atémicas y tartamudas) en una tnica definicién.

Definicién 5.8 Dada una estructura de Kripke A sobre un conjunto AP de proposiciones
atomicas y una estructura de Kripke B sobre un conjunto AP’, una simulacién tartamuda
(resp. simulacion tartamuda estricta) (o, H) : (AP, A) — (AP’, B) consiste en una funcion
a : AP — State\{—, X}(AP’) (resp. a : AP — State \ X(AP’)) y una AP-simulacién tartamuda
(resp. AP-simulacion tartamuda estricta) H : A — Bl,.

Notese que hemos restringido el rango de a prohibiendo el uso de X. Esto esta en
consonancia con el hecho de que el operador “siguiente” no tiene ningdn sentido en
presencia de tartamudeo. Por otra parte, las nociones de (AP)-morfismo tartamudo, (AP)-
morfismo tartamudo estricto y (AP)-bisimulacién tartamuda se definirian de la manera
esperada. De nuevo, escribiremos habitualmente (o, H) : A — B en lugar de (a, H) :
(AP, A) — (AP, B).

Proposiciéon 5.5 Si (o, F) : A — By (B,G) : B — C son simulaciones tartamudas, la
composicion (B, G) o (a, F) = (B o a, G o F) también es una simulacién tartamuda.

Demostracion. Supongamos que A es una estructura de Kripke sobre el conjunto de
proposiciones atémicas AP: tenemos que comprobar que GoF : A — C lBO , €s una AP-
simulacién tartamuda. F y G son simulaciones tartamudas de los sistemas de transiciones
subyacentes y por lo tanto, como se demuestra en Manolios (2001, lema 4), su composiciéon
también es una simulacién tartamuda de sistemas de transiciones. Sean ahoraa € Ay
c € Ctales que a(Go F)c, yseap € LC'an (c). Entonces existe b € B tal que aFb y bGc y

tenemos la siguiente cadena de equivalencias e implicaciones:

C,cE B(a(p)) (por definicién)

Clg,c E alp)  (por la proposicion 5.1)
B,b E alp) (por el teorema 5.2)
Bl,bEP (por la proposicién 5.1)
Aakp (por el teorema 5.2)

p € La(a)

p €L, (©

fugug
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Esto es, LC'fm (c) € La(a), conlo que G o F es una AP-simulacién tartamuda. |

Por lo tanto, tenemos una categoria KSSim de estructuras de Kripke y simulaciones
tartamudas, con las correspondientes subcategorias para AP-simulaciones tartamudas,
bisimulaciones tartamudas, etc. Como ya vimos cuando presentamos por primera vez
simulaciones entre distintos niveles enla seccién 5.1, para que las simulaciones tartamudas
estrictas se puedan componer es necesario que el rango de las funciones a sea de la forma
Bool(AP).

El siguiente teorema generaliza todos los resultados anteriores sobre reflexion de la
relacion de satisfaccion por parte de diversos tipos de simulaciones.

Teorema 5.3 Las simulaciones tartamudas siempre reflejan la satisfaccion de las formulas en
ACTL\{—, X}. Ademds, las simulaciones tartamudas estrictas también reflejan la satisfaccion de
formulas en ACTL" \ X.

Demostracion. Es una consecuencia sencilla del teorema 5.2 y la proposicién 5.1. 0

Observacién 5.2 En realidad este resultado es cierto incluso si permitimos funciones
generales de la forma a : AP — State\—(AP’) en la definicién de las simulaciones tarta-
mudas; la restriccion a férmulas sin el operador “siguiente” solo es necesaria para que la
composiciéon quede bien definida.

La definicién 5.5 de mads arriba caracteriza las simulaciones tartamudas en términos
de caminos infinitos. En Manolios (2001) se presenta una caracterizacién alternativa, méas
finitaria, llamada simulacién bien fundada, que también se puede adaptar a nuestro
contexto.

Definicién 5.9 Sean A = (A,—a) y B = (B, —>g) sistemas de transiciones. Una relacion
H C A X B es una simulacién bien fundada de sistemas de transiciones de A en B si existen
funciones 1 : AXB — Wy pu' : AXAxXB— N, con (W, <) un orden bien fundado, tales que
siaHby a — 4 a’ se tenga que:

1. existe b’ tal queb —»g b’ ya’HV', o
2. aHby u(a’,b) < ua,b), o
3. existe ' tal que b —g b’, aHV" y y'(a,a’,b") < y'(a,a’, b).

Observacién 5.3 Noétese que si H es una funcion tan solo se aplican las condiciones (1) y
(2) y la funcién p’ resulta innecesaria.

Definicién 5.10 Dadas dos estructuras de Kripke A = (A, —a,La) y B = (B, =g, Lg) sobre
AP, una relacion H € A X B es una AP-simulacién bien fundada si H es una simulacién bien
fundada de sistemas de transiciones y aHb implica que Lg(b) C La(a).

Teorema 5.4 (Manolios, 2001, teorema 4) Sean A = (A,—=a,La) y B = (B, —»g,Lg) dos
estructuras de Kripke sobre AP y H C A X B. Entonces, H es una AP-simulacion bien fundada si
y solo si es una AP-simulacion tartamuda.
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5.3 Resultados generales de representabilidad

¢Cudl es el motivo por el que quereremos utilizar teorias de reescritura para especifi-
car estructuras de Kripke? Se trata de una razén Iggica: de esta forma tenemos a nuestra
disposicion dos légicas para especificar un sistema y sus predicados, concretamente la
l6gica ecuacional de pertenencia para especificar el tipo de datos de los estados y sus
proposiciones atémicas, y la légica de reescritura para especificar las transiciones del
sistema. Esto resulta muy til para razonar sobre las propiedades de un sistema especi-
ficado de esta manera. Por ejemplo, al hacer razonamiento deductivo sobre propiedades
en légica temporal podemos utilizar un sinntimero de técnicas ecuacionales combinadas,
con razonamiento en légica temporal para demostrar que determinadas férmulas se cum-
plen. Del mismo modo, para la comprobacién de modelos es posible especificar muchas
estructuras de Kripke a alto nivel y (asumiendo que sus conjuntos de estados alcanzables
sean finitos) verificar sus propiedades utilizando un comprobador de modelos como el
de Maude (Eker et al., 2002).

(Hasta qué punto es general la 16gica de reescritura con vistas a especificar estructuras
de Kripke? Esto es, ;podemos especificar de esta manera cualquier estructura de Kripke
que nos pueda interesar? La respuesta es si; es mads, si la estructura de Kripke es recursiva
entonces la correspondiente teoria de reescritura serd finita y también recursiva en un
sentido adecuado.

Esto nos lleva a las nociones de sistema de transiciones y estructura de Kripke recur-
sivos. En lo que sigue, usamos la nocién de conjunto recursivo y funcién recursiva en el
sentido de Shoenfield (1971).

Definicién 5.11 Un sistema de transiciones B = (B, —g) se llama recursivo si B es un conjunto
recursivo y existe una funcion recursiva next : B — Pgn(B) (donde Prn(B) es el conjunto
recursivo de los subconjuntos finitos de B) tal que a —g b si y solo si b € next(a).

Definicién 5.12 Una estructura de Kripke B = (B, =g, Lg) se llama recursiva si (B, —»g) es un
sistema de transiciones recursivo, AP es un conjunto recursivo y la funcién Lg : BX AP — Bool
que aplica un par (a,p) en true si p € Lg(a) y en false en caso contrario, es recursiva.

Las nociones de sistema de transiciones y estructura de Kripke recursivos de arriba
capturan la clase de sistemas para los que podemos determinar de manera efectiva todos
los sucesores de un estado cualquiera por la relacién de reescritura en un paso. Esto es
mas fuerte que simplemente exigir que la relacién de transicion —g sea recursiva, ya
que en tal caso el conjunto de sucesores de un estado en general solo seria en principio
recursivamente enumerable (r.e.). Notese que el ser una estructura de Kripke recursiva
es una condicién necesaria en la aplicacién efectiva de un comprobador de modelos para
comprobar la satisfaccién de férmulas en 16gica temporal a partir de un estado inicial. En
general, sin embargo, la recursividad no es una condicién suficiente para la comprobaciéon
de modelos a menos que el conjunto de estados alcanzables desde el estado inicial sea
finito.

Por el conocido teorema de Bergstra y Tucker (1980), los conjuntos y funciones recur-
sivos coinciden con aquellos conjuntos y funciones que pueden ser especificados en una
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signatura finita X utilizando un conjunto finito de ecuaciones E que sean Church-Rosser y
terminantes. Los conjuntos soporte subyacentes del dlgebra inicial Tx,g son los conjuntos
recursivos deseados y las operaciones subyacentes del dlgebra suministran las funciones
recursivas. En el contexto de las estructuras de Kripke, esto significa que si 8 = (B, —»g, Lg)
es una estructura de Kripke recursiva entonces B, AP y Lg pueden ser especificados por
medio de una signatura y conjunto de ecuaciones finitos. En nuestro método, esto se
consigue especificando B como el soporte de una familia k en un dlgebra inicial Tx/r con X
finita y E Church-Rosser y terminante, y especificando Lg (que se denota _ = _en nuestra
terminologfa) en una extensién conservadora (X, EUD) 2 (X, E), también Church-Rosser
y terminante, en la que los predicados de estado IThan sido especificados.

¢Qué ocurre con la especificacion de la relacion de transicion —g? Es aqui donde las
teorfas de reescritura entran en juego.

Definicién 5.13 Sea R = (X, E U A, R) una teoria de reescritura finita tal que todas sus reglas
son de la forma

A (VX)t — 1 if /\PiZQi/\/\ijSj/ @)

i€l j€J

donde o bien | J; vars(p;) Uvars(g;) U J juars(w;) Uoars(t’) C vars(t) o bien, de forma mds general,
las reglas (I) son admisibles (recuérdese la seccion 2.4.1).

Decimos que R es recursiva si:
1. existe un algoritmo de ajuste de patrones médulo los axiomas ecuacionales A;

2. la teoria ecuacional (X, E U A) es Church-Rosser y terminante (para términos cerrados)
médulo A (Dershowitz y Jouannaud, 1990); y

3. las reglas R son coherentes (para términos cerrados) en el sentido de Viry (2002), relativas
a las ecuaciones E médulo A.

La ultima condicién significa que no se pierde ninguna reescritura por el hecho de
reducir un término a su forma canénica cang,4(t) con respecto a E (tinica médulo A) antes
de aplicar alguna de las reglas, como se explicé al final de la seccién 2.3.

Notese que si R es una teoria de reescritura recursiva, entonces para toda familia
k la relacién de transicion —>;€/kg Ts/euak X Tx/puax es recursiva. Ciertamente, dados
[u], [v] € Tx/puak, por coherencia tenemos que

1

U g,V & existew tal que cangja(u) —>;{k wy cangja(w) = cang/a(v) .

Por lo tanto, para decidir si [u] —>;€’k [v] primero reducimos u a su forma candnica y a
continuacién intentamos ajustar cualquiera de las reglas (}) en R con cang4(u). Para cada
sustitucion O que ajuste médulo A podemos entonces intentar encontrar una sustituciéon
p médulo A que extienda 0 a las variables en vars(t’) \ vars(t) (que puede no ser el conjunto
vacio para reglas admisibles) y tal que

E+ /\ p(pi) = p(gi) A /\ p(w)) :sj,

i€l j€]
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que es un problema decidible bajo los supuestos de que E sea Church-Rosser y terminante
modulo A. Debido a la hipétesis de que todas las variables extras en vars(t’) \ vars(t) son
introducidas incrementalmente por ecuaciones de ajuste en la condicion y la existencia de
un algoritmo de ajuste de patrones médulo A, existe solo un nimero finito py, ..., p, de
sustituciones que extienden 0 y satisfacen la condicion de la regla, y ademads se pueden
computar. Por ejemplo, para calcular los sucesores del término f(a) por la regla

Mix, y,2}) f(x) — g(x,y,2) if h(y, z) := h(x, b),

donde 7 es un operador binario con atributo de conmutatividad y h(y,z) = h(x,b) es
una ecuacioén de ajuste, primero se obtendria la sustitucién 0 = {x + a}. Las variables y
y z quedarian entonces sin instanciar, pero como la regla es admisible y asumimos que
disponemos de un algoritmo de ajuste médulo conmutatividad, a partir de la instanciacién
deh(y, z) := h(x, b) con O resulta que tan solo hay dos posible maneras de asignar valoresa y
y azydanlugaralassustituciones p; = {x > a,y—>a,z—>blyp ={x—>a,y— bz a}.

Los estados sucesores de la regla (1) son entonces descritos de manera efectiva como
las formas canénicas de las reescrituras en un solo paso en las que el subtérmino 6(t)
de canga(u) es reemplazado por p;(t’). De esta forma, dado [u] € Tx/puax tenemos una
funcién recursiva nextg : Txjpuax — Prin(Tx/EuAk)-

Como consecuencia, si R es recursiva entonces 7 (R); también lo es. Ademas, si la
extension (X, EUD) D (X, E) es conservadora, donde EUD es Church-Rosser y terminante,
K (R, k)r1 es una estructura de Kripke recursiva.

El reciproco también es cierto, esto es, todo sistema y estructura de Kripke recursivos
se pueden especificar de esta forma. Por el metateorema de Bergstra y Tucker (1980),
cualquier estructura de Kripke recursiva 8 = (B, —g, Lg) (y andlogamente para un sistema
de transiciones) se puede especificar mediante una teoria ecuacional finita en la l6gica
de pertenencia (X, E U A), donde E es Church-Rosser y terminante médulo A. Se tienen
familias k, Prop y Set-k, con B 'y AP isomorfos a Tx/px y Tx/Eprp Tespectivamente, un
operador holds : k Prop — Bool que corresponde a Lg y un operador next : k —> Set-k que
corresponde a la funcién que devuelve el sucesor de cada estado. También hay operadores

{-}:k—> Set-k, 0:— Set-k y _, _:Set-k Set-k — Set-k

de manera que _,_ es la unién de conjuntos finitos que satisface los axiomas de aso-
ciatividad, conmutatividad y de elemento identidad (0) en A, asi como la ecuaciéon
(Vx : k) {x}, {x} = {x}. Para definir R, afiadimos una nueva familia System y operadores
(-) 1k — System y _ = _: System Prop — Bool, la ecuacién

(Vx :k,y : k) ({x) = p) = holds(x,p),
y la regla admisible
(Vx:k,y:k,s: Set-k) (x) — (y) if {y},s = next(x),

donde la ecuacion en la condicién es una ecuacién de ajuste (Clavel et al., 2002a) que
puede ser decidida ajustando el patrén {y}, s con el conjunto finito computado por next(x).
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Entonces cada sustitucién de ajuste 0 suministra una reescritura en un solo paso que
genera cada uno de los estados siguientes.

Al precio de permitir signaturas infinitas y perder la computabilidad, existe un re-
sultado general de representabilidad que dice que cualquier sistema de transiciones y
cualquier estructura de Kripke pueden ser modelados en la 16gica de reescritura. Para ello,
dado un sistema de transiciones 8 = (B, —g) podemos definir Rg con una tnica familia
State, Yy state = By reglasa — bsiy soloa —g b. Y si extendemos 8 a una estructura
de Kripke, la funcién de etiquetado Lg se puede modelar con ecuaciones (a = p) = true si
p€Lg(),y(akp)=falsesip ¢ Lg(a).

La cuestion interesante, sin embargo, no es si podemos o no representar cualquier
estructura de Kripke: siempre podemos. La cuestion es que tenemos una forma general
de definir cualquier estructura de Kripke recursiva por medio de una teoria de reescritura
finita que es Church-Rosser, terminante y coherente.

Como veremos en la seccién 5.4, observaciones similares también se aplican a las
simulaciones. Asi, tendremos categorias de teorfas de reescritura que pueden representar
todos los sistemas de transiciones (resp. estructuras de Kripke) y todas las simulaciones
entre ellos, y categorias de teorias de reescritura que pueden representar todos los sistemas
de transiciones (resp. estructuras de Kripke) y todos los morfismos recursivos entre ellos.

5.4 Simulaciones algebraicas

Ya hemos sefialado que, para razonar sobre sistemas computacionales, estos se pueden
describir de manera abstracta por medio de sistemas de transiciones y estructuras de
Kripke. Como ya se ha explicado varias veces alolargo dela tesis, lal6gica de reescritura se
puede utilizar para especificar ambas clases de estructuras de manera natural y modular.
Nuestro objetivo ahora es estudiar cémo relacionar teorias de reescritura diferentes y
cémo elevar al nivel de especificacion todos los resultados anteriores sobre simulaciones
de estructuras de Kripke. Para esto se pueden considerar cuatro maneras sucesivamente
mads generales de definir simulaciones entre teorias de reescritura que especifican sistemas
concurrentes:

1. La manera mads facil de definir un morfismo de simulacién para una teoria de
reescritura (X, E, R) es por medio de una abstraccién ecuacional, afiadiendo nuevas
ecuaciones, digamos E’, para obtener un sistema cociente especificado por (X, E U
E’,R).

2. El método anterior se puede generalizar considerando, en lugar de simplemente
inclusiones de teorias (X, E) C (X, E U E’), interpretaciones de teorias arbitrarias H :
(X,E) — (X', E’) que permitan transformaciones en la representacion de los estados.

3. Una tercera alternativa consiste en definir un morfismo entre teorias de reescritura R
y R’ directamente al nivel de sus estructuras de Kripke asociadas, mediante funciones
definidas ecuacionalmente.
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4. Finalmente, el caso mds general se obtiene definiendo simulaciones cualesquiera
entre teorias de reescritura R y R’ por medio de relaciones definidas mediante reescri-
tura.

Para cada uno de estos métodos de definir simulaciones existen las correspondientes
condiciones de correccion asociadas que deben ser verificadas. Las abstracciones ecuacio-
nales fueron ya tratadas en el capitulo 4; en lo que sigue nos ocuparemos de los casos
restantes.

5.4.1 Morfismos de simulacién como funciones definidas ecuacionalmente

En esta seccion describimos los detalles de las categorias que fueron mencionadas al
final de la seccién 5.3. Consideremos en primer lugar los sistemas de transiciones. Para
ello, definimos una categoria SRWTh cuyos objetos son los pares (R, k), con R una teoria
de reescritura y k una familia distinguida en R. Los objetos en la subcategoria RecSRWTh
también son pares (R, k), pero ahora, como estamos interesados en estructuras recursivas,
exigimos que la teorfa R sea recursiva.

¢Qué ocurre con los morfismos? Al final de la seccién 5.3 mostramos que cualquier
sistema de transiciones se puede definir en la légica de reescritura. Del mismo modo,
cualquier morfismo tartamudo de sistemas de transiciones (y en particular aquellos que
no sean tartamudos) /i : A — B se puede describir ecuacionalmente en una extensiéon
conservadora de R# y Rg sin mas que afiadir una ecuacién h(a) = b para todoa € A
que h aplique en b. Por lo tanto, la siguiente definicién no implica ninguna pérdida de
generalidad.

Definicién 5.14 Una flecha (R1, k1) — (Ra, kz2) en SRWTh, llamada morfismo tartamudo
algebraico de sistemas de transiciones, es un morfismo tartamudo h : T (Ri)r, — T (Ro)k,
tal que existe una teoria extendida (), G) que contiene de forma disjunta las partes ecuacionales de
R1y Ra en la que h se puede definir ecuacionalmente a través de un operador h : ki — k’, (donde
los apdstrofos indican los correspondientes nombres para las copias disjuntas de las familias).

Notese que tan solo pedimos la existencia de (), G); para definir la categoria no nece-
sitamos elegir ninguna extensiéon en particular. Las flechas en RecSRWTh se definen
andlogamente pero con el requisito afiadido de que las ecuaciones que definen & en la
extension (€, G) sean Church-Rosser y terminantes.

Ahora podemos mostrar que la construccién definida en la seccién 2.3 que asocia un
sistema de transiciones a una teoria de reescritura con una familia escogida de estados es
en realidad un funtor. De manera més precisa, definimos 7 : SRWTh — STSys como
sigue:

e para los objetos, 7 (R, k) = T (R);
e para las flechas /1 : (Ry, k1) — (Ro, k2), T (h) = h.

Denotemos con RecSTSys la categoria cuyos objetos son los sistemas de transiciones
recursivos y cuyas flechas h : A — B son los morfismos tartamudos de sistemas de



124 CAPITULO 5. SIMULACIONES ALGEBRAICAS

transiciones tales que h es recursiva; el siguiente resultado se sigue inmediatamente de
las definiciones y construcciones anteriores.

Proposicion 5.6 Elfuntor 7 : SRWTh — STSys es sobreyectivo sobre objetos, completo y fiel,
con la restriccion obvia para morfismos no tartamudos. Del mismo modo, 7" : RecSSRWTh —
RecSTSys es sobreyectivo sobre objetos salvo isomorfismo, completo y fiel (de nuevo con la
correspondiente restriccion).

Centremos ahora nuestra atencién sobre las estructuras de Kripke. Para ello vamos a
necesitar considerar una teoria BOOLL que extienda BOOL con dos nuevas familias, State
y Prop, y un nuevo operador _ = _: State Prop — Bool.

Los objetos de la categoria SRWThy son especificaciones de estructuras de Kripke
en logica de reescritura y las flechas definen morfismos tartamudos entre ellas. Como ya
se explico, en la descripciéon de una estructura de Kripke intervienen tanto un nivel de
especificacion de sistema como un nivel de especificacion de propiedades, concretamen-
te el nivel del sistema de transiciones y el nivel en el que se afiaden las proposiciones.
Por lo tanto, los objetos en SRWThy serdn pares formados por una teoria de reescritura
especificando el sistema de transiciones subyacente y una teoria ecuacional especifican-
do las proposiciones atémicas relevantes. Sin embargo, también afiadiremos una tercera
componente cuya funcion serd la de distinguir la familia escogida para los estados, ase-
gurdandonos asi de que la teoria BOOL permanece fija a lo largo de las simulaciones.
De manera mads precisa, los objetos de la categoria SRWTh, vienen dados por ternas
(R, (X,EUD),])donde:

1. R = (%, E,R) es una teoria de reescritura especificando el sistema de transiciones.

2. (X,E) € (X', EUD) es una extensién conservadora, que también contiene y extiende
de forma conservadora a la teoria BOOL de los booleanos, que define las proposi-
ciones atémicas satisfechas por los estados. Definimos IT C X’ como la subsignatura
de los operadores de coaridad Prop.

3. ] : BOOLL. — (X', E U D) es un morfismo de teorias ecuacionales de pertenencia
que selecciona la familia distinguida de los estados J(State) tal que:

a) es laidentidad cuando se restringe a BOOL,

b) J(Prop) = Prop,y
c) J(- E - : State Prop — Bool) = _ = _: J(State) Prop — Bool.

Como se explicé en la secciéon 4.5 podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que R

estd libre de J(State)-bloqueo, esto es, que la relacién —>;2, I(State) €S total.

Los objetos en la subcategoria RecSRWThy son también ternas (R, (X', E U D), ]) pero
ahora exigimos que la teoria de reescritura R sea recursiva y la extensién conservadora
(X,E) € (X', E U D,) finita, Church-Rosser y terminante.

¢Qué ocurre con las flechas? De nuevo, cualquier morfismo tartamudo (y no tarta-
mudo) de estructuras de Kripke (a,h) : A — B se puede definir ecuacionalmente en
una extension conservadora de R# y Rg, con lo que la siguiente definicién no conlleva
ninguna pérdida de generalidad.
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Definicién 5.15 Las flechas (Ry, (X, E1 U Dy), [1) — (Ra, (X7, E2 U Dy), J2) en SRWThy, que
llamaremos morfismos tartamudos algebraicos, son los pares (a, h) tales que:

1. (a, h) es un morfismo tartamudo de estructuras de Kripke (a, h) : K(Ry, J1(State))r;, —
K(Ra, ]2(State)),.

2. Existe una teoria (Q, G) que contiene de manera conservadora copias disjuntas de (X7, Ey U
D1)y (X7, E2UDy) en la que o y h se pueden definir ecuacionalmente a través de operadores
«a : Prop, — StateForm y h : J1(State)y — J»(State), en C; los subindices 1y 2 indican
los correspondientes nombres para las copias disjuntas de las familias y StateForm es una
nueva familia para representar férmulas de estado sobre Prop,.

Notese de nuevo el cuantificador existencial en relacién a la extensién (Q, G).

Como por los resultados generales de representabilidad siempre podemos encontrar
una extensién (€, G) en la que tal funcién h pueda ser definida ecuacionalmente, la
categoria esta bien definida, pues para cada composicién podemos hacer lo mismo.

El detalle importante es que en el caso en que a y h son recursivos y K(Ry, J1(State))m, y
K (R, Jo(State))r1, son objetos en RecSRWThy, entonces por el metarresultado de Bergstra
y Tucker (1980) siempre podemos encontrar una extension finita (Q, G) que es tanto una
extension conservadora de los componentes como Church-Rosser y terminante, y en la
que a y h se pueden especificar mediante ecuaciones Church-Rosser y terminantes. Por
lo tanto, definimos las flechas en RecSRWThy, llamadas morfismos tartamudos algebraicos
recursivos, como pares (a, h) igual que antes, pero ahora con el requisito afiadido de que
tanto a como h puedan ser definidos mediante ecuaciones Church-Rosser y terminantes
en la extensién (Q, G).

Naturalmente, todas estas construcciones también se pueden aplicar sobre simulacio-
nes no tartamudas, dando lugar a las subcategorias RWTh. y RecRWTh,.

RecRWTh. ——— RecSRWTh.

| |

RWTh. «———— SRWTh,

Ahora ya podemos demostrar que la construccion definida en la seccién 4.1, que
asocia una estructura de Kripke a una teoria de reescritura con una familia de es-
tados y predicados de estado escogidos, es un funtor. De forma precisa, definimos
K : SRWThL — KSMap como sigue:

e para objetos, K(R, (X', EU D), ]) = K(R, ](State))r;
® para flechas (CY, h) : (Rll (Z// El ) Dl)/ ]1) — (RZI (Zél E2 U DZ)/ ]2)/ (]((CV, h) = (a/ h)

Ahora, si denotamos por RecKSMap la subcategoria cuyos objetos son estructuras de
Kripke recursivas y cuyas flechas son morfismos tartamudos (a, 1) : A — B tales que «
y h son ambas funciones recursivas, la discusién previa se puede resumir ast:
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Proposicién 5.7 El funtor K : SRWTh. — KSMap es sobreyectivo sobre los objetos, com-
pleto y fiel, con las restricciones obvias para morfismos no tartamudos. De manera similar,
K : RecSRWTh. — RecKSMap es sobreyectivo sobre los objetos salvo isomorfismo, com-
pleto y fiel (de nuevo con las correspondientes restricciones). Grificamente:

RecSRWTh. = SRWTh,
| I
RecKSMap ——— KSMap

El hecho de que K sea sobreyectiva sobre los objetos, completa y fiel, es un resultado
general de representabilidad que dice que todas las estructuras de Kripke (resp. todas las
estructuras de Kripke recursivas) y morfismos tartamudos se pueden representar mediante
teorfas de reescritura y funciones definidas ecuacionalmente (resp. teorias de reescritura
recursivas y funciones recursivas definidas ecuacionalmente).

Una cuestién importante es como verificar que una simulacién tartamuda algebraica
es “correcta”, esto es, identificar un conjunto de obligaciones de prueba que aseguren que
determinadas funciones a y h definidas ecuacionalmente definen de hecho una simulacién
tartamuda algebraica. Algunos criterios al respecto se discuten en la seccién 5.8.

5.4.2 Simulaciones como relaciones definidas mediante reescritura

La construccién anterior, pese a ser muy general y aplicable en muchas situaciones,
nos restringe a trabajar solo con funciones. Este inconveniente se puede evitar con una
simple extensioén de las ideas introducidas en la seccién previa. Vamos a considerar tan
solo el caso de las estructuras de Kripke, teniendo presente que todo lo que se cuente se
puede trasladar también a sistemas de transiciones simplemente olvidando la estructura
adicional introducida por las proposiciones atémicas.

Definimos una categoria SReIRWThg cuyos objetos son los de SRWThg y con las
flechas que se describen a continuacién.

Definicién 5.16 Una flecha (Ry, (X, E1 UD1), J1) — (R, (X5, E2 U D»), J>) en SReIRWThy,
llamada simulacién tartamuda algebraica, es un par (a, H) tal que:

1. (a,H) : K(Ry, J1(State))r;, — K(Ro, J2(State))m, es una simulacion tartamuda de estruc-
turas de Kripke.

2. Existe una teoria de reescritura Rz que contiene de manera conservadora copias disjuntas
de (Z7,E1 U D1, Ry) y (X5,E2 U Dy, Ro) en la que v se puede definir ecuacionalmente a
través de un operador o : Prop; — StateForm, y H se define mediante reglas de reescritura
que utilizan un operador H : Ji(State); J»(State), — Bool tal que xHy si y solo si
Rs + H(x, y) — true. Aqui los subindices 1y 2 indican los correspondientes nombres para
las copias disjuntas de las familias, y StateForm es una nueva familia para representar las
formulas de estado sobre Prop,.
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La subcategoria RecSRelRWThy de teorias recursivas y simulaciones tartamudas alge-
braicas r.e. se define de manera andloga, pero ahora exigimos que la teoria extendida R3
sea finita y admisible en el sentido de Clavel et al. (2002a). Esto es, R3 satisface requisitos
parecidos a los de una teorfa de reescritura recursiva, pero las condiciones de las reglas
ahora pueden contener reescrituras en tanto en cuanto no introduzcan nuevas variables
en sus lados izquierdos. Nétese que esto es equivalente a pedir que la relacion H sea r.e.

Observacién 5.4 Resulta interesante sefialar que cuando trabajamos con funciones en
RecSRWThg solo consideramos funciones recursivas, mientras que en RecSRelRWTh,
admitimos relaciones r.e. arbitrarias. Para nosotros esta es una extensién natural puesto
que en general la composicién de relaciones recursivas no es recursiva, mientras que la
composicion de relaciones r.e. es r.e.

Denotaremos por RecKSSim la categoria de estructuras de Kripke recursivas y simu-
laciones tartamudas (o, H) : A — B tales que «a es recursiva y H es r.e. El funtor de
olvido K se extiende de la manera obvia a las nuevas categorias, con lo que tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 5.8 Con las definiciones anteriores, K : SReIRWTh — KSSim es sobreyectivo
sobre los objetos, completo y fiel, y K : RecSReIRWTh. — RecKSSim es sobreyectivo sobre
los objetos salvo isomorfismo, completo y fiel. Grificamente:

RecSRelRWTh. > SRelRWThy
| o
RecKSSim ———— KSSim

Este es el resultado de representabilidad mds general posible para simulaciones tarta-
mudas, tal y como las hemos definido. Muestra que en la 16gica de reescritura podemos
representar tanto estructuras de Kripke como simulaciones tartamudas, y que podemos
utilizar la l6gica de reescritura y la l6gica de pertenencia para razonar sobre ellas.

5.5 Algunos ejemplos

Vamos a dedicar esta seccion a ilustrar con tres ejemplos algunas situaciones en las que
aparecen los morfismos y simulaciones tartamudos algebraicos y en los que se pueden
utilizar estos para trasladar propiedades temporales de un sistema a otro.

5.5.1 Lasemadntica de un lenguaje funcional

En Hennessy (1990) se define un lenguaje funcional simple llamado Fp! junto con tres
semadnticas diferentes: una semantica de evaluacién bastante abstracta, una semantica de
computacién y una semdntica mds concreta que utiliza una maquina de pila.

La implementacion en Maude de esas tres seméanticas aparece descrita en Verdejo y
Marti-Oliet (2003). La semdntica de evaluacién es muy abstracta y poco interesante desde
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e Semdntica de computacion para Fpl.

rl [VarRc] : < rho, x > => < rho, rho(x) > .
rl [OpRc] : < rho, v op v’ > => < rho, Ap(op,v,v’) > .
crl [OpRc] : < rho, e op e’ > => < rho’, e’’ op e’ >
if < rho, e > => < rho’, e’’ > .
crl [OpRc] : < rho, e op e’ > => < rho’, e op e’’ >
if < rho, e’ > => < rho’, e’’ > .
crl [IfRc] : < rho, If be Then e Else e’ > =>
< rho’, If be’ Then e Else e’ >
if < rho, be > => < rho’, be’ > .
rl [IfRc] : < rho, If T Then e Else e’ > => < rho, e > .
rl [IfRc] : < rho, If F Then e Else e’ > => < rho, e’ > .
crl [LocRc] : < rho, let x = e in e’ > => < rho’, let x = e’’ in e’ >
if < rho, e > => < rho’, e’’ > .
rl [LocRc] : < rho, let x = v in e’ > => < rho, e’[v / x] > .

e Semadntica de computacion para expresiones booleanas.

rl [BVarRc] : < rho, bx > => < rho, rho(bx) > .

rl [BOpRc] : < rho, bv bop bv’ > => < rho, Ap(bop,bv,bv’) > .

crl [BOpRc] : < rho, be bop be’ > => < rho’, be’’ bop be’ >
if < rho, be > => < rho’, be’’ > .

crl [BOpRc] : < rho, be bop be’ > => < rho’, be bop be’’ >
if < rho, be’ > => < rho’, be’’ > .

crl [NotRc] : < rho, Not be > => < rho’, Not be’ >
if < rho, be > => < rho’, be’ > .

rl [NotRc] : < rho, Not T > => < rho, F > .

rl [NotRc] : < rho, Not F > => < rho, T > .

crl [EqRc] : < rho, Equal(e,e’) > => < rho, Equal(e’’,e’) >
if < rho, e > => < rho’, e’’ > .

crl [EqRc] : < rho, Equal(e,e’) > => < rho, Equal(e,e’’) >
if < rho, e’ > => < rho’, e’’’ > .

crl [EqRc] : < rho, Equal(v,v’) > => < rho, T >
ifv=v’

crl [EqRc] : < rho, Equal(v,v’) > => < rho, F > if v =/= v’.

Figura 5.1: Reglas semdnticas para la seméntica de computacién.

el punto de vista de los sistemas de transiciones: todas las expresiones se evaltian en un
tnico paso. Sin embargo, las otras dos semanticas son mucho mas concretas de modo que
la evaluacion de una sola expresion requiere la ejecucién de bastantes pasos. Por lo tanto,
tiene sentido estudiar la relacién entre las ejecuciones en cada una de ellas y expresar su
sintonfa mediante una simulacién tartamuda.

Un estado de la maquina de pila, utilizando la sintaxis de Maude con la que la vamos
a especificar, es una terna

< ST, rho, e >,
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e Reglas de andlisis para la maquina de pila.

rl [Opml] : < ST, rho, eope’ . C>=>< ST, rho, e . e . op . C>.
rl [Opml] : < ST, rho, be op be’ . C > =

< ST, rho, be . be’ . bop . C > .
rl [Ifml] : < ST, rho, If be Then e Else e’ . C > =>

< ST, rho, be . if(e, e’) . C

>
rl [Locml] : < ST, rho, let x = e ine’ . C > =>
< ST, rho, e . <x, e > . C>.
rl [Notml] : < ST, rho, Not be . C > => < ST, rho, be . not . C > .
rl [Egml] : < ST, rho, Equal(e, e’) . C > =>
< ST, rho, e . e . equal . C > .

e Reglas de aplicacion para la maquina abstracta.

rl [Opm2] : <v’ . v . ST, rho, op . C > =>
< Ap(op,v,v’) . ST, rho, C > .
rl [Opm2] : < bv’ . bv . ST, rho, bop . C > =>
< Ap(bop,bv,bv’) . ST, rho, C > .
crl [Varm] : < ST, rho, x . C > => < v . ST, rho, C >
if v := lookup(rho,x)
crl [Varm] : < ST, rho, bx . C > == < bv . ST, rho, C >
if bv := lookup(rho,bx)
rl [Valm] : < ST, rho, v. C> = < v . ST, rho, C > .
rl [Valm] : < ST, rho, bv . C > => < bv . ST, rho, C > .
rl [Notm2] : < T . ST, rho, not . C > => < F . ST, rho, C > .
rl [Notm2] : < F . ST, rho, not . C > => < T . ST, rho, C > .
crl [Egm2] : <v . v’ . ST, rho, equal . C > == < T . ST, rho, C >
ifv=v’
crl [Egm2] : <v . v’ . ST, rho, equal . C > = < F . ST, rho, C >
ifv=/=v .
rl [Ifm2] : < T . ST, if(e, ¢’) . C > => < ST, rho, e . C > .
rl [Ifm2] : < F . ST, rho, if(e, ¢’) . C > => < ST, rho, e’ . C > .
rl [Locm2] : <v . ST, rho, <x, e > . C > =>
< ST, (x,v) . rho, e . pop . C> .
rl [Pop] : < ST, (x,v) . rho, pop . C > == < ST, rho, C > .

Figura 5.2: Reglas semdnticas para la mdquina de pila.

donde ST es una pila de valores, rho es un entorno que asigna valores a las variables y e
es una expresion. Un estado para la seméntica de computacion es un par

< rho, e >
con rho un entorno y e una expresion. Las relaciones de transicién
< ST, rho, e >— < ST’, rho’, e’> y < rho, e >— < rho’,e’ >

definidas en Hennessy (1990) fueron traducidas a la 16gica de reescritura por Verdejo y
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Marti-Oliet (2003). Aparecen en las figuras 5.1 y 5.2, utilizando la notacién de Maude.
Siguiendo a Verdejo y Marti-Oliet (2003), para poder definir un sistema de transiciones
extendemos el lado derecho de la relacion de transicién de la semdntica de computacién,
que tan solo contiene el valor numérico en Hennessy (1990). A diferencia de los dos
trabajos citados, aqui no vamos a considerar funciones.

Estas definiciones dan lugar a dos sistemas de transiciones, S = (S, —»s) y C = (C, —=¢),
para la maquina de pila y la semdntica de computacién respectivamente. Para demostrar
la correccion de la implementacion de la maquina de pila con relacién a la seméntica
de computacién vamos a mostrar que existe una simulacién tartamuda algebraica de
sistemas de transiciones h: S — C.

Intuitivamente, < empty, rho, e >, donde empty se utiliza tanto para representar
una pila de valores vacia como el entorno que no asocia ningtn valor a ninguna variable,
deberia estar relacionado con < rho, e >. Consideremos la siguiente derivacién:

< empty, empty, 2 + 3 > —g < empty, empty, 2 . 3 . + >
—s < 2, empty, 3 . + >

< 3. 2, empty, + >

< 5, empty, empty >

Los estados segundo, tercero y cuarto en la derivacién arrastran exactamente la misma
informacién, aunque en distinto orden. Las reglas utilizadas para alcanzarlos son ejemplos
de lo que en Hennessy (1990) se llaman reglas de andlisis. Por lo tanto parece apropiado
relacionarlos con el mismo estado que el primero, concretamente < empty, 2 + 3 >. La
situacion es distinta para el dltimo estado: parte de la informacién se ha perdido, por lo
que parece apropiado relacionar este estado con < empty, 5 >. Este tltimo paso es un
ejemplo de regla de aplicacion.

Definimos asi h : S — C mediante h(a) = < rho, e > sia se puede obtener a partir
de < empty, rho, e > mediante cero o mds aplicaciones de las reglas de andlisis para
la maquina de pila junto con Valm y Locm2. Nétese que 1 es una funcién precisamente
porque no todas las reglas se pueden aplicar en esta definicién. Ademads, h es parcial: solo
estd definida para los estados alcanzables, que constituyen una subestructura completa
de S en la que £ es total (recuérdese la discusién en relacién con la definicién 4.3).

De modo alternativo, “deshaciendo” los pasos dados por las reglas, 1 se puede definir
mediante el siguiente conjunto de ecuaciones:

eq [Base] : h(< empty, rho, e>) = < rho, e > .
eq [Opml] : h(< ST, rho, e . e’ . op . C>) = h(< ST, rho, eop e’ . C>)
eq [Opml] : h(< ST, rho, be . be’ . bop . C >) =
h(< ST, rho, be bop be’ . C >)
eq [Ifml] : h(< ST, rho, be . if(e, e’) . C>) =
h(< ST, rho, If be Then e Else e’ . C >) .
eq [Locml] : h(< ST, rho, e. <x, e’> . C >) =
h(< ST, rho, let x = e in e’ . C >)
eq [Notml] : h(< ST, rho, be . not. C >) = h(< ST, rho, Not be . C >)
eq [Egml] : h(< ST, rho, e . e’ . equal . C >») =
h(< ST, rho, Equal(e, e’) . C >)
eq [Locm2] : h(< ST, (x, v) . rho, e . pop . C >) =
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h(< v . ST, rho, <x, e > . C>) .
ceq [Valm] : h(< v . ST, rho, C ») = h(< ST, rho, v . C >) if not(enabled(C)) .
ceq [Valm] : h(< bv . ST, rho, C ») = h(< ST, rho, bv . C >)

if not(enabled(C))

El predicado auxiliar enabled utilizado en Valm comprueba que no se puede aplicar
ninguna otra ecuacién, de forma andloga a como se hizo en la seccién 4.5.

ema 5.1 Si , rho, e . =< rho, e entonces existe una posicion p en e’ ta
L 5.1 Sih(< ST, rh C>=<rh * >ent t " tal
que e’l, = ey, en el caso de que e no sea un valor serd una subexpresion que se puede reducir con
las reglas de la semdntica de computacion dando e’ en el siguiente paso.

Demostracién. Noétese que la relacion de transiciéon — g es determinista y que para cada
estado < ST, rho, C >hay una tinica manera de deshacer todos los pasos hasta alcanzar
un estado de la forma < empty, rho, e >.Por lo tanto, para el propésito de la prueba
podemos considerar que las ecuaciones que definen & estdn orientadas y proceder por
induccién en el niimero de pasos usados para alcanzar < rho, e’ >.

Cuando el ntiimero de pasos es 1 tenemos h(< empty, rho, e >) — < rho, e >yel
resultado es trivial. Supongamos que n es mayor que 1; distinguimos casos de acuerdo
con la ecuacién (vista como regla) utilizada para el primer paso:

e Sila primera de las reglas etiquetadas con Opm1 ha sido aplicada,

h(< ST, rho, el . e2 . op . C ») —> h(< ST, rho, el op e2 . C >).

Por la hipétesis de induccién existe una posicion p tal que e’|, es el op e2, por lo
que la posicién buscada es p.1. El mismo razonamiento se aplica a la otra regla Opm1
y a Ifml, Notml y Eqml.

e Sise ha aplicado Locm1,

h(< ST, rho, el . < x, e2 > . C >) - h(< ST, rho, let x = el in e2 . C >).

Por la hipétesis de induccion, e’|, es let x = el in e2y podemos tomar p.1 como
la posicién que buscamos.

e Para Locm?2,

h(< ST, (x,v). rho, e . pop . C> — h(<v . ST, rho, <x, e > . C>)
— h(< ST, rho, v . <x, e > . C>)
— h(< ST, rho, let x = v ine . C>).

Por la hipétesis de induccién, e[, es let x = v in ey podemos tomar p.3.

e Para Valm tenemos h(< v . ST, rho, e . C ») —» h(< ST, rho, v . e . C >).
Ahora las tinicas reglas que se pueden aplicar al tltimo término son Opml y Eqml;
Valm no es una alternativa vélida, pues daria lugar a tres expresiones consecuti-
vas, lo que no es posible ya que no hay operadores ternarios. Supongamos que
se usase la regla Eqml (el razonamiento es andlogo para las otras dos). Enton-
ces C serd de la forma equal . C’ y h(< ST, rho, v . e . equal . C’ >) —
h(< ST, rho, Equal(v,e) . C’ >). Ahora, por la hipétesis de induccién e’l, es
Equal(v,e) y la posiciéon buscada es p.2. O
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Teorema 5.5 La funcién h : S — C define una simulacién tartamuda algebraica y recursiva de
sistemas de transiciones.

Demostracion. Usaremos la caracterizacion finitaria de las simulaciones tartamudas dada
en la definicién 5.9. Como h es una funcién (parcial), solo es necesario definir una funcién
p:SxC— N,y asignamos a p(a, c) la longitud del camino mas largo que comienza en
a que solo utilice reglas de analisis.

Supongamos que 2 —g a’ y que h(a) = c. Si a’ se ha obtenido aplicando una regla
de anélisis, entonces h(a’) = ¢y u(a’,c) < u(a,c). En caso contrario debemos encontrar
un elemento ¢’ tal que ¢ —¢ ¢’ y h(a’) = ¢’; distinguimos casos dependiendo de la regla
utilizada:

e Opm2. En este caso a es iguala < v’ . v . ST, rho, op . C >y h(a) es igual a
h(< ST, rho, v op v’ . C ») = < rho, e > donde, por el lema 5.1, existe una
posicién p en e tal que e|, es v op v’ y v op v’ es una subexpresién de e que
se puede reducir con las reglas de la semantica computacional en el siguiente pa-
so. Podemos entonces tomar ¢’ como < rho, e[Ap(op,v,v’)],> De modo similar
hariamos para Notm2, Eqm2 y Ifm2.

e Varm. Debe ser a igual a < ST, rho, x . C >y h(a) a < rho, e > con ef, = x
una expresion en e que se puede reducir. De esta forma podemos hacer que ¢’ sea
< rho, e[rho(x)]p>.

e Pop. En este caso a debe ser de la forma < ST, (x,v) . rho, pop . C >. Latnica
ecuacién que se puede aplicar a h(a) es Valm y por lo tanto existe un valor v’ tal
que STes v’ . ST’. Aplicando ahora el resto de las ecuaciones resulta que h(a) =
h(< ST’, rho, let x = v in v’ . C >),quetiene queseriguala< rho, e >con
e[, =let x = v in v’ una subexpresion de e que se puede reducir. De modo que
podemos hacer que ¢’ sea < rho, e[v’],>.

En consecuencia, las condiciones de la definicién 5.9 se cumplen y, por el teorema 5.4,
h es una simulacién tartamuda de sistemas de transiciones. También esta claro que las
ecuaciones introducidas justo antes del lema 5.1 que definen & son Church-Rosser y
terminantes con lo que / es una simulacién tartamuda algebraica y recursiva de sistemas
de transiciones. O

Es interesante destacar que & no es una bisimulacién. En la seméntica de computacion,
para una expresion e op e’ podemos elegir entre evaluar e antes que e’ o viceversa,
mientras que la maquina de pila siempre evalda e primero. Eso significa que, por ejemplo,
latransiciéon< empty, (1 + 2) + (3 + 4) > — < empty, (1 + 2) + 7 >nopuedeser
simulada por la mdquina de pila.

La simulacién & se puede elevar al nivel de las estructuras de Kripke. Para ello, basta
con considerar como conjunto de proposiciones AP atémicas el conjunto de todos los va-
lores posibles y extender los sistemas de transiciones Sy C con Lg(< empty, rho, v >) =
Ls(< v, rho, empty >) = {v}, L¢(< rho,v >) = {v} y tanto Ls(a) como Lc(c) vacios en
otro caso. Entonces, por el teorema 5.2, para todas las expresiones e y entornos rho,

C,<rho, e > EAFv — S,< empty, rho, e > AFv.

Esto es, S es una correcta implementacion de C.
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5.5.2 Un ejemplo de protocolo de comunicacién

Aunque un mecanismo de comunicacién no garantice la entrega en orden de mensajes,
puede ser necesario generar este servicio usando la base dada a pesar de que no se
pueda confiar en ella. En Meseguer (1993) se propone una posible solucién al problema
que vamos a adaptar aqui, retocando ligeramente la especificaciéon para considerar un
sistema con tan solo tres tipos de contenidos para transmitir. En ella, tanto el emisor
como el receptor almacenan un contador de secuencia que utilizan para mantener la
sincronizacién; el emisor libera los mensajes junto con dicho ntiimero (regla send) y no
envia un nuevo mensaje hasta que recibe la confirmacién de que el receptor lo ha recibido.

mod PROTOCOL is
protecting NAT .
protecting QID .

sorts Object Msg Config .
subsort Object Msg < Config .

op null : -> Config
op __ : Config Config -> Config [assoc comm id: null]

sorts Elem List Contents .
subsort Elem < Contents List .

op empty : -> Contents .

ops a b c : -> Elem .

op nil : -> List

op _:_ : List List -> List [assoc id: nil]

op to:_(_,_) : Qid Elem Nat -> Msg
op to:_ack_ : Qid Nat -> Msg

op <_: Sender | rec:_, sendq:_ , sendbuff:_, sendcnt:_ > :
Qid Qid List Contents Nat -> Object .

--- rec es el receptor, sendqg es la cola de salida, sendbuff es
--- 0 bien vacio o el dato actual, sendcnt es el numero de secuencia
--- del emisor

op <_: Receiver | sender:_, recq:_, reccnt:_ > :
Qid Qid List Nat -> Object .

--- sender es el emisor, recq es la cola de entrada,

--- reccnt es el numero de secuencia del receptor

vars S R : Qid . vars M N : Nat
var E : Elem . var L : List .
var C : Contents

--- reglas para el emisor
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rl [produce-a]
< S : Sender | rec: R, sendq: L, sendbuff: empty, sendcnt: N > =>
< S : Sender | rec: R, sendq: L : a, sendbuff: a, sendcnt: N + 1 > .
rl [produce-b]
< S : Sender | rec: R, sendq: L, sendbuff: empty, sendcnt: N > =>
< S : Sender | rec: R, sendq: L : b, sendbuff: b, sendcnt: N + 1 > .
rl [produce-c]
< S : Sender | rec: R, sendq: L, sendbuff: empty, sendcnt: N > =>
< S : Sender | rec: R, sendq: L : c, sendbuff: c, sendcnt: N + 1 > .
rl [send] : < S : Sender | rec: R, sendq: L, sendbuff: E, sendcnt: N >
=> < S : Sender | rec: R, sendq: L, sendbuff: E, sendcnt: N >
(to: R (E,N))
rl [rec-ack]
< S : Sender | rec: R, sendq: L, sendbuff: C, sendcnt: N >
(to: S ack M) =>
< S : Sender | rec: R, sendq: L,
sendbuff: (if N == M then empty else C fi),
sendcnt: N > .

--- reglas para el receptor

rl [receive]
< R : Receiver | sender: S, recq: L, reccnt: M > (to: R (E,N)) =
(if N==M + 1 then
< R : Receiver | sender: S, recq: L : E, reccnt: M + 1 >
else
< R : Receiver | sender: S, recq: L, reccnt: M >
fi)
(to: S ack N)
endm

Bajo hipétesis razonables de justicia (concretamente, que el receptor no estara indefinida-
mente sin leer un mensaje disponible), estas definiciones generan un mecanismo fiable
de comunicacién en orden a partir de uno no fiable. Los modos de fallo del canal de
comunicacién se pueden modelar explicitamente como sigue.

mod PROTOCOL-FAULTY is
including PROTOCOL .

op <_: Destroyer | sender:_, rec:_, cnt:_, cnt’:_, rate:_ > :
Qid Qid Qid Nat Nat Nat -> Object .

var M : Msg . vars K N N’ : Nat .
var E : Elem . vars S R D : Qid .

rl [destroyl]
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: s(N’), rate: K >
(to: R (E,N)) =>
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: N’, rate: K > .
rl [destroy2]
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: s(N’), rate: K >
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(to: R ack N) =>
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: N’, rate: K > .
rl [limited-injury]
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: 0, rate: K > =>
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: s(N), cnt’: K, rate: K > .
endm

Los mensajes pueden ser destruidos por objetos de la clase Destroyer. El primer
contador representa el nimero que identifica los mensajes que un objeto determinado
puede destruir y el segundo es la cantidad restante de mensajes con ese nimero que
todavia se le permite eliminar. El atributo rate se utiliza para reiniciar el valor de cnt’
una vez que alcance el valor cero.

Para comprobar si los mensajes se entregan en el orden correcto definimos un predi-
cado de estado prefix(S,R) que se cumple para un emisor S y un receptor R en comu-
nicacién si la cola asociada a R es un prefijo de aquella asociada a S. Tanto en PROTOCOL
como en PROTOCOL-FAULTY se haria por medio de:

op prefix : Qid Qid -> Prop .
var CO : Config .

eq < S : Sender | rec: R, sendq: L1 : L2, sendbuff: C, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L1, reccnt: M >
CO |= prefix(S, R) = true .

El nuevo sistema satisface las mismas condiciones de correccién que PROTOCOL, con
independencia de que los mensajes sean destruidos o lleguen desordenados. En particular,
el estado inicial

eq init = < A : Sender | rec: ’'B, sendq: nil, sendbuff: empty, sendcnt: 0 >
< ’'B : Receiver | sender: ’'A, recq: nil, reccnt: 0 > .

deberia satisfacer la férmula AG prefix(’A, 'B). Para demostrarlo definimos una simula-
cién tartamuda

H : K (PROTOCOL-FAULTY, Config); —> K (PROTOCOL, Config)rr,

donde IT tnicamente contiene el predicado prefix. Dadas las configuraciones (estados)
a en PROTOCOL-FAULTY y b en PROTOCOL, tendremos aHb si y solo si:

e b se obtiene a partir de a eliminando todos los objetos de la clase Destroyer, o

e existe a’ tal que a’Hb y a se puede obtener a partir de a” aplicando solo las reglas que
pertenecen a PROTOCOL-FAULTY.

Veamos que podemos definir H mediante reescritura en una teoria de reescritura
admisible que extienda PROTOCOL y PROTOCOL-FAULTY. En esta especificacién, las familias
de los estados han sido renombrados como Configl y Config2, y removeD y messages
son funciones auxiliares que, dada una configuracién, eliminan todos los objetos de la
clase Destroyer y devuelven todos los mensajes en ella, respectivamente.
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op H : Configl Config2 -> Bool .

op undo-dl : Qid Elem Nat -> Msg .
op undo-d2 : Qid Nat -> lMsg .
op undo-injury : -> Msg .

rl [destroyl-inv]

< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: N’ > undo-d1(R,E,N) =>

< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: s(N’) > (to: R (E,N)) .
rl [destroy2-inv]

< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: N’ > undo-d2(R,N) =>

< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: s(N’) > (to: R ack N) .
rl [limited-injury-inv]

< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: s(N), cnt’: K, rate: K >

undo-injury =>
< D : Destroyer | sender: S, rec: R, cnt: N, cnt’: 0 > .

crl H(C, C’) => true if removeD(C) = C’ .
crl H(C, C’) => true if M (to: R (E,N)) := messages(C’) /\

(to: R (E,N)) in messages(C) = false /\

C undo-d1(R,E,N) => C’” /\ H(C’’, C’) => true .
crl H(C, C’) => true if M (to: R ack N) := messages(C’) /\

(to: R ack N) in messages(C) = false /\

C undo-d2(R,E) => C’’ /\ H(C’’, C’) => true .
crl H(C, C’) => true if C undo-injury => C’’ /\ H(C’’, C’) => true .

Teorema 5.6 H : K (PROTOCOL-FAULTY, Config);; — K (PROTOCOL, Config)ry es una simu-
lacién tartamuda algebraica r.e.

Demostracién. H asi definida preserva claramente las proposiciones atémicas porque los
contenidos de las colas del emisor y del receptor, sendq y recq, no cambian. Sea R; el
conjunto de reglas en PROTOCOL y sea R, el conjunto de aquellas que se han afiadido
en PROTOCOL-FAULTY, y definamos p(a, b)como la longitud de la secuencia de reescritura
maés larga que comienza en a que usa las reglas de R,. Notese que u estd bien definida,
ya que R; es terminante. Si aHb y a —>}{1 a’ entonces, como la clase Destroyer no juega
ningtn papel en Ry, se tiene que b _>11%1 b’ cona’Hb'. Y sia —>11Q2 a’, por definicién de H
tendremos a’Hb y u(a’, b) < u(a, b). Gracias a la regla send no hay bloqueos en el sistema y
por lo tanto estas dos alternativas cubren todas las posibilidades. Asi, por el teorema 5.4
H es una I'T-simulacién tartamuda. Y puesto que las reglas que definen H en la l6gica de

reescritura son admisibles, H es una simulacién tartamuda algebraica r.e. O

Por el teorema 5.2, la existencia de H muestra que si AG prefix(’A, ’B) se cumple en
PROTOCOL entonces también debe cumplirse en PROTOCOL-FAULTY. Pero todavia no hemos
demostrado que la propiedad se cumpla en PROTOCOL. Para verlo, vamos a definir ahora
una abstraccién ecuacional finita

G : K(PROTOCOL, Config);r — K (ABS-PROTOCOL, Config)ry
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y a comprobar utilizando el comprobador de modelos que la férmula es cierta en
ABS-PROTOCOL; componiendo G con H esto también demuestra que la misma propiedad

es cierta en PROTOCOL-FAULTY.

Este ejemplo es similar al visto en la secciéon 4.6.2. Como alli, la infinitud procede
tanto de los contadores como del medio de comunicacién; por lo tanto la abstraccién
serd también muy parecida. Sin embargo, a diferencia de lo que sucedia entonces el
modulo PROTOCOL no es Config-encapsulado, por lo que para poder aplicarle una abs-
traccion ecuacional tenemos que modificarlo ligeramente segtin el enunciado del lema 4.3,

introduciendo un nuevo operador

sort EConfig .
op {_} : Config -> EConfig .

y alterando ligeramente la ecuacién de prefix que quedaria como

eq { < S : Sender | rec: R, sendq: L1 : L2, sendbuff: C, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L1, reccnt: M >

CO } |= prefix(S, R) = true .

Una vez hecho esto, los pasos vistos en el ejemplo de la seccién 4.6.2 se aplican casi
sin ningtin cambio, produciéndosesde nuevo un problema de coherencia con la misma
solucion que alli. En definitiva, el médulo con la abstracciéon ecuacional al que se puede

aplicar el comprobador de modelos de Maude queda:

mod ABS-PROTOCOL is
protecting PROTOCOL .

sort EConfig .

op ‘{_‘} : Config -> EConfig .

var CO : Config . vars M N : Nat .
vars L1 L2 : List . vars R S : Qid .

vars E E1 E2 : Elem .
var C : Contents .

eq { < S : Sender | rec: R, sendq: E : L1, sendbuff: C, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: E : L2, reccnt: M >

co0 1} =

{ < S : Sender | rec: R, sendq: L1, sendbuff: C, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L2, reccnt: M >

co } .
ceq {

{

< S : Sender | rec: R, sendq: nil, sendbuff: empty, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: nil, reccnt: N > } =

< S : Sender | rec: R, sendq: nil, sendbuff: empty, sendcnt: 0 >
< R

: Receiver | sender: S, recq: nil, reccnt: 0 > }

ifN=/=0.
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ceq { < S : Sender | rec: R, sendq: E, sendbuff: E, sendcnt: s(N) >
< R : Receiver | sender: S, recq: nil, reccnt: N > } =
< S
< R

{

: Sender | rec: R, sendq: E, sendbuff: E, sendcnt: 1 >
: Receiver | sender: S, recq: nil, reccnt: 0 > }
if N=/=0.

eq { < S : Sender | rec: R, sendq: L1 : E : L2, sendbuff: C, sendcnt: s(M) >
< R : Receiver | sender: S, recq: L1, reccnt: M >
(to: R (E,s(MD)) CO } =
{ < S : Sender | rec: R, sendq: L1 : E : L2, sendbuff: C, sendcnt: s(M) >
< R : Receiver | sender: S, recq: L1 : E, reccnt: s(M) >
(to: S ack s(M)) CO }

eq { < S : Sender | rec: R, sendq: L1, sendbuff: C, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L2, reccnt: M >
(to: S ack N) CO } =
{ < S : Sender | rec: R, sendq: L1, sendbuff: empty, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L2, reccnt: M >
co } .

--- para la coherencia
rl [idle]
{ < S : Sender | rec: R, sendq: L1, sendbuff: empty, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L2, reccnt: s(D >
co0} =
{ < S : Sender | rec: R, sendq: L1, sendbuff: empty, sendcnt: N >
< R : Receiver | sender: S, recq: L2, reccnt: s( >
co } .
endm

Si CHECK es el médulo que contiene tanto ABS-PROTOCOL como la especificacion del
predicado de estado prefix, la propiedad se comprueba mediante:

Maude> red in CHECK : modelCheck(init, [] prefix(’S,’R))
reduce in CHECK : modelCheck(init, []prefix(’S, ’R))
result Bool: true

5.5.3 Una mdquina canalizada simple

Consideramos ahora un ejemplo adaptado de Manolios (2001) sobre la correccién de
una maquina canalizada (pipelined machine, en inglés).

La especificacion utilizada para demostrar la correccién es una arquitectura de conjunto
de instrucciones o ISA, por sus siglas en inglés: Instruction Set Architecture. Un estado
ISA es una terna que consiste en un contador de programa, un archivo de registros y
una memoria en la que (solo) se almacenan instrucciones. Las instrucciones consisten en
un cédigo de operacion, el registro destino al que se aplica la operacion y dos registros
origen; hay cédigos de operacién para la suma, la resta y una operacién “hacer nada”
llamada noop. En cada paso, la mdquina ejecuta la instruccién a la que apunta el contador
de programa y actualiza de manera apropiada dicho contador y el archivo de registros.
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Podemos representar una maquina ISA en la 16gica de reescritura mediante una teoria
Risa que extiende conservadoramente los ntimeros naturales utilizados para representar
los registros y sus valores. Para representar todos los elementos de la mdquina necesitamos
los siguientes operadores:

op {_,_,_} : ProgramCounter RegFile Memory -> StateISA .
op inst : OpCode Nat Nat Nat -> Instruction .

ops add sub noop : -> OpCode .

op reg : Nat Nat -> Register .

op _;_ : RegFile RegFile -> RegFile [assoc comm]

op update : RegFile Instruction -> RegFile .

op cell : Nat Instruction -> MemCell .

op _:_ Memory Memory -> Memory .

op applyOp : OpCode Nat Nat -> Nat .

op getValue : RegisterFile Nat -> Nat .

Entonces, su comportamiento esta gobernado por la regla
rl { PC, RF, cell(PC, I) : M} == { PC + 1, update(RF, I), cell(PC, I) : M }
y las ecuaciones

eq update(reg(R1l, V1) ; RF, inst(0C, R1, R2, R3)) =
reg(R1l, applyOP(0C, getValue(reg(Rl, V1) ; RF, R2),
getValue(reg(Rl, V1) ; RF, R3))) ; RF .
eq getValue(reg(R, V) ; RF, R) =V .
eq applyOp(+, N1, N2) = N1 + N2 .
eq applyOp(*, N1, N2) = N1 * N2 .

Siguiendo a Manolios (2001), nos centramos en la relacién de transicién, olvidandonos
de las proposiciones atémicas.

La maquina ISA esta implementada por una mdquina con microarquitectura (MA), una
maquina canalizada con tres estapas. Un estado de una maquina MA es una 5-tupla
consistente en un contador de programa, un archivo de registros, una memoria y dos
almacenes auxiliares. Durante la etapa de recogida, la instruccién a la que apunta el
contador del programa se almacena en el primer almacén. Durante la etapa de iniciacién,
la instruccién en el primer almacén se pasa al segundo junto con los valores en los registros
de origen a los que hace referencia aquella. En la etapa de escritura, la instruccién en el
segundo almacén se ejecuta y el archivo de registro se actualiza.

De nuevo, la maquina MA se puede representar en la légica de reescritura como
una teorfa Ryvia que extiende conservadoramente la teoria de los nimeros naturales. Los
operadores necesarios incluyen los introducidos més arriba exceptuando el constructor
{_,_,_} y anadiendo los siguientes:

subsort Instruction < Latchl .

op {_,_,_,_,_} : ProgramCounter RegisterFile Memory Latchl Latch2 -> StateMA .
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op emptyl : -> Latchl .

op empty2 : -> Latch2 .

op latch : OpCode Nat Nat Nat -> Latch2 .
op nextPC : StateMA -> ProgramCounter .
op nextRF : StateMA -> RegisterFile .

op nextM : StateMA -> Memory .

op nextLl : StateMA -> Latchl .

op nextL2 : StateMA -> Latch2 .

op stalled : Latchl Latch2 -> Bool .

El comportamiento de la mdquina queda definido por la regla
rl S => { nextPC(S), nextRF(S), nextM(S), nextL1(S), nextL2(S) } .

donde S es una variable de tipo sort StateMA. Si no ocurre un atasco el contador del
programa es incrementado; en caso contrario se mantiene fijo. Un atasco ocurre cuando
ambos almacenes son no vacios y el registro de destino del segundo es uno de los registros
de origen del primero.

eq nextPC({ PC, RF, M, L1, L2 })

eq nextPC({ PC, RF, M, L1, L2 })

eq stalled(emptyl, L2) = false .

eq stalled(L1l, empty2) = false .

eq stalled(inst(0C, R1, R2, R3), latch(0C’, R, N1, N2)) =
(R == R2) or (R == R3)

PC if stalled(L1l, L2) = true .
PC + 1 if stalled(L1l, L2) = false .

El contenido de la memoria, esto es, las instrucciones a ejecutar, se mantiene fijo a lo largo
de toda la ejecucion,

eq nextM({ PC, RF, M, L1, L2 }) =M .

y el archivo de registros es actualizado con el valor resultante de ejecutar la instrucciéon
en el segundo almacén, siempre que este no sea vacio:

eq nextRF({ PC, RF, M, L1, empty }) = RF .
eq nextRF({ PC, reg(R, V) ; RF, M, L1, latch(OC, R, N1, N2) }) =
reg(R, applyOp(0C, N1, N2)) ; RF .

Si no se produce un atasco, el primer almacén se actualiza leyendo de la memoria la
instruccién a la que apunta el contador de programa.

ceq nextL1({ PC, RF, cell(PC, I) : M, L1, L2 }) =1
if stalled(L1l, L2) = false .
eq nextL1({ PC, RF, M, L1, L2 }) = L1 if stalled(L1l, L2) = true .

De forma similar, si no se produce un atasco el segundo almacén se actualiza con la
instruccion en el primero, junto con los valores en los registros de origen.
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ceq nextL2({ PC, RF, M, emptyl, L2 }) = empty2 if stalled(L1l, L2) = false .
ceq nextL2({ PC, RF, M, inst(0C, R1, R2, R3), L2 }) =

inst(0C, R1, getValue(RF, R2), getValue(RF, R3))

if stalled(L1l, L2) = false .
eq nextL2({ PC, RF, M, L1, L2 }) = empty2 if stalled(L1l, L2) = true .

Acabamos de dar las especificaciones en légica de reescritura para las maquinas ISA
y MA. Ahora queremos relacionarlas por medio de un morfismo tartamudo algebraico y
recursivo de sistemas de transiciones (Rya, [Statelya) — (Risa, [Stateliga). Noétese el
sentido de la flecha, desde la implementacion a la especificacién.

Las instrucciones en la maquina ISA se ejecutan de manera inmediata, mientras que en
MA pasan por tres etapas distintas; por lo tanto, la simulacién necesariamente sera tarta-
muda. Dado un estado de la mdquina MA, para obtener un estado ISA solo tenemos que
olvidar la informacién en los almacenes. Noétese, sin embargo, que el contador de progra-
ma en la mdquina MA apunta a la siguiente instruccién que hay que ejecutar, de manera
que ahora que vamos a eliminar aquellas instrucciones que ya han sido trasladadas a los
almacenes tenemos que decrementar convenientemente el contador.

La simulacién se puede especificar entonces sobre la unién disjunta de las teorias de
reescritura Risa Y Rma. El contador de programa es actualizado de forma apropiada por
el operador

op commit : StateRA -> ProgramCounter .

definido por las ecuaciones

eq commit({ PC, RF,
eq commit({ PC, RF,
eq commit({ PC, RF,
eq commit({ PC, RF,

emptyl, empty2}) = PC .

inst(0C, R1, R2, R3), empty2}) = PC - 1 .

emptyl, latch(0C, R, N1, N2) }) =PC - 1 .

inst(0C, R1, R2, R3), latch(0C, R, N1, N2) }) =PC - 2 .

EEERXR

Finalmente, el morfismo se define por medio de un operador
op sim : StateMA -> StateISA .
junto con la ecuacién
eq sim({ PC, RF, M, L1, L2 }) = { commit({ PC, RF, M, L1, L2 }, RF, M) } .

Que estas definiciones dan lugar a un morfismo tartamudo algebraico y recursivo de
sistemas de transiciones se demuestra en Manolios (2001, seccion 12.3).

Teorema 5.7 El operador sim especifica un morfismo tartamudo algebraico y recursivo de siste-
mas de transiciones, sim : T (Rua)stateys, — 7 (RisA)staterss -
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5.6 Morfismos de simulacion teoroidales

Al comienzo de la seccién 5.4 sefialamos que las abstracciones ecuacionales del capitu-
lo 4 podian ser generalizadas bien considerando interpretaciones de teorias o, de forma
maés general, funciones definidas ecuacionalmente o relaciones definidas por reescritura.
Las secciones anteriores han estado dedicadas a presentar los casos mas generales. Sin
embargo, no siempre es necesario usar esa mayor generalidad: hay muchos ejemplos
interesantes que pueden ser explicados simplemente por medio de interpretaciones de
teorias; a ellos dedicamos ahora nuestra atencién.

5.6.1 Morfismos generalizados de signaturas

Lo primero que tenemos que hacer es precisar el significado de la interpretacion de
teorias. La idea es utilizar los conceptos estdndar de morfismos de signaturas y de teorias.
Sin embargo, tal y como veremos en algunos de los ejemplos, la definicién habitual de
morfismo de signaturas no es en ocasiones suficientemente expresiva. Por esta razén
introducimos la siguiente generalizaciéon del concepto de morfismo de signaturas, en el
que una familia o un operador pueden ser eliminados.

Definicién 5.17 Dadas dos signaturas, ©. = (K, Z,S) y X' = (K, Z',S’), en la l6gica de perte-
nencia, un morfismo generalizado de signaturas H : © — Y. viene dado por:

o funciones parciales H : K — K’ y H : S — S’ tales que, para todos los tipos s € L, si
H(s) estd definido entonces también lo estd H([s]) y se tiene H([s]) = [H(s)].

e una funcion parcial H que asigna, a cada f € Xy, x, k tal que H(k) estd definido, un X'-
término H(f) de la familia H(k) tal que vars(H(f)) € {x;, : H(k;,),...,x;, : H(k;,)}, donde
ki, ..., ki, es la subsecuencia (posiblemente vacia) de ki, . .., k, determinada por aquellos k;
tales que H(k;) estd definido. Por otra parte, si H(k) estd indefinido también lo estd H(f).

Todas las construcciones y resultados habituales sobre los morfismos de signaturas
también se aplican a estos morfismos generalizados. Dados H : £. — X' y una Y’-algebra
A, su reducto Ug(A) sobre L esta definido por:

e Para cada familia k, Uy (A)x = A si H(k) esta definido; en caso contrario, Uy (A)y =

{}.
e Paracadatipos, Uy(A)s = Aps) siH(s) esta definido; en caso contrario, Up(A)s = {+}.

e Para cada operador f : ky...k, — k, sik;,..., ki, esla subsecuencia de aquellas
familias en ky, ..., k, para las que H esta definido,

UH(A)f(al, A ,an) = AH(f)(ail, Ce ,aim);

en caso contrario
Un(A)f(a, ..., an) = *.
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Dados dos morfismos generalizados de signaturas F : ¥ — Y y G : X' — ¥”, su
composicion G o F estd definida para una familia k solo si tanto F(k) como G(F(k)) estan
definidos, en cuyo caso se tiene (G o F)(k) = G(F(k)); lo mismo ocurre para cada tipo s y
cada operador f.

Los morfismos generalizados de signaturas también se pueden extender homomorfi-
camente a términos, pero hay que sefialar que para todo término ¢ en la familia k, si H(k)
no estd definido entonces H(t) tampoco lo estd. Esta traduccion se extiende de la manera
esperada a sentencias, donde por convenciéon H(t = t') = H(t : s) = T si H no esta definido
para la familia de f (que es la misma que la de t’ y s). La nocién “interpretacion de teorfas”
buscada es capturada entonces por la siguiente definicién.

Definicién 5.18 Dadas dos teorias en la l6gica de pertenencia, (L, E) y (X, E’), un morfismo
generalizado de teorfas (resp. un morfismo generalizado de teorfas con semantica inicial)
H: (X,E) — (X', E’) es un morfismo generalizado de signaturas H : ©. — X tal que para cada
¢ € E se tiene E’ = H(p) (resp. Ty /e E H()).

Noétese que, puesto que Ty p = E’, todo morfismo generalizado de teorfas es a
posteriori un morfismo generalizado de teorias con seméntica inicial, pero el reciproco no
es cierto. Por ejemplo, si (X, E) es la teorfa con una familia Natural, un operador binario +
y la ecuacion (Y{x,y : Natural}) x + y = y + x, (X', E’) es la definicién ecuacional habitual
de la suma en la aritmética de Peano y H es la inclusién de signaturas obvia, tenemos que
Tser E (Y{x,y : Natural})) x + y = y + x, pero E’ ¢ (V{x,y : Natural}) x + y = y + x.

De nuevo los morfismos generalizados de teorias se pueden componer y, junto con
las teorias en la légica de pertenencia, dan lugar a la categoria GThyg;..

La nueva caracteristica de los morfismos generalizados de signaturas, heredada por
los morfismos generalizados de teorias, es que las familias y los operadores pueden ser
eliminados. Esto podria haber sido “implementado” utilizando la nocién estandar de
morfismo de teorias de la siguiente manera alternativa:

Proposicién 5.9 Un morfismo generalizado de teorias H : T — T es simplemente un morfismo
ordinario de teorias H : T — T’ @ ONE, donde ® denota la unién disjunta de teorias y ONE
es la teoria con una tinica familia [One] y tipo One, una constante * de esa familia y la ecuacion
(V{x}) x = =

Demostracion. El dejar una familia o tipo indefinido en un morfismo generalizado de
signaturas corresponde respectivamente a llevarlo a [One] o a One en T” @ ONE, mientras
que el dejar la imagen de un operador sin definir corresponde a aplicarlo al término *. O

Se trata pues de la construccion habitual para convertir las funciones parciales en
totales por medio de un valor indefinido o L, que en este caso se representa por *.

Noétese que existe una equivalencia de categorias entre los modelos de T” y los de
T'®ONE porque, aunque hemos introducido una nueva familia [One], todos sus elementos
son colapsados por la ecuacién (V{x})x = = en la constante * y no pueden desempefar
ningtin papel distinguido.
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Ejemplo. Un caso especial de morfismo generalizado de teorias lo constituyen las fun-
ciones de proyecciéon desde n-tuplas en (n — k)-tuplas, con 0 < k < n. Consideremos
una teorfa 3-TUPLA para ternas con familias 3-Tupla, Elt@x, Elt@y, Elt@z, un operador
(.- ) : Elt@x Elt@y Elt@z — 3-Tuple y operadores de proyeccién pi1, p2 y p3, con las
ecuaciones obvias. De forma parecida, la teoria 2-TUPLA tiene familias 2-Tuple, Elt@x,
Elt@z, un operador (_, _) : Elt@x Elt@z — 2-Tuple, los correspondientes operadores de
proyeccion p1 y p2, y las ecuaciones para emparejar. La proyeccién desde una terna a un
par eliminando la segunda componente en el proceso se puede representar por medio del
morfismo generalizado de teorias H : 3-TUPLA — 2-TUPLA que lleva las familias Elt@x
y Elt@z a simismas, 3-Tuple a 2-Tuple'y el operador (_, _, ) al término (xy : Elt@x, x3 : Elt@z);
las imagenes de la familia Elt@y y el operador p, se dejan sin definir.

5.6.2 Morfismos teoroidales como morfismos de simulaciéon

Ahora tenemos disponibles todos los ingredientes necesarios para definir una ca-
tegoria SRWThHomg en la que las morfismos tartamudos se especifiquen mediante
interpretaciones de teorias.

Los objetos en SRWThHom son los mismos que los de SRWThy, es decir, ternas
(R, (X', E"),]) que satisfacen todos los requisitos dados en la pagina 124.

Una flecha

H: (R, (X}, E1 UD1), J1) — (Ro, (X5, E2 U D2), J2)

en SRWThHomy es un morfismo generalizado de signaturas H : Y4 UTT; — Yo UTI, tal que:

1. Ho J; = ] (de manera que BOOL es preservada y los estados en R; son llevados a
estados en Ryp).

2. H:(X1,E1) — (X2, E2) es un morfismo generalizado de teorias en légica de perte-
nencia con seméntica inicial, de manera que tenemos un tnico Xj-homomorfismo

N Ty, e, — Un(Tsys,) < [H — [HO].

3. (Preservacion de transiciones) rﬂg (State) * T (RO (statey — T (R2)y(state), la componen-

te correspondiente a la familia J; (State) en nH , que aplica [t] en [H(t)], es un morfismo
tartamudo de sistemas de transiciones.

4. (Preservacion de predicados) Para todo término t € Ty, j,(state) y predicado de estado
p(ui, ..., uy), Hp(u, ..., u,)) es un predicado de estado y tenemos

ExUD, + (H() E H(p(us, ..., uy))) = true => Ey U Dy F (t pus, ..., 1)) = true.

Como H no puede aplicar un predicado de estado en una férmula cualquiera, el pro-
blema comentado en la seccién 5.1 no aparece aqui y podemos construir una subcategoria
SRWThHoms":tr de morfismos estrictos de manera andloga a como hemos definido la ver-
sién no estricta. La definicién es exactamente la misma excepto por el punto (4), donde la
implicacién pasa a ser una equivalencia. De forma similar, para obtener una subcategoria



5.6. MORFISMOS DE SIMULACION TEOROIDALES 145

RWThHomg de morfismos no tartamudos simplemente reemplazamos la condicién (3) por
el requisito de que para todo £, en Ty, j, (State):

t—l ' = H(t) —

R, (State) y H(t')

1
Ry, J2(State

Que H asi constrefiida da lugar a un morfismo de estructuras de Kripke se demuestra
en la proposiciéon 5.10 que veremos a continuacion.

Definimos un funtor K : SRWThHom. — KSMap como sigue:

e sobre los objetos, K (R, (X', EU D), ]) = K(R, ](State))r1;

e sobre las flechas, para H : (Ry, (X, E1 U D1), 1) — (Ra, (X5, E2 U D2), J2) definimos
K(H) = (Hl,, )), donde H]ry, es la restriccién de H a los predicados de estado
IT,.

H
njl(State

Proposicién 5.10 Con las definiciones anteriores, X : SRWThHom. — KSMap es un
funtor con restricciones K : SRWThHomIS:tr —> KSMap*" y K : RWThHom. — KMap.

Demostracién. K estd bien definido sobre los objetos y es inmediato ver que preserva las
identidades y la composicién de flechas; lo tinico que necesitamos comprobar es que, para
todo H, K(H) es en efecto un morfismo de estructuras de Kripke.

Sea entonces H : (R, (Zi,El U D), J1) — (Ra, (X5, E2 U Dy), J2) una flecha en la ca-
tegoria SRWThHomg. Por el punto (3), nﬁ(StgtE) s T (R)j,(statey — T (R2)j,(State) €5 UN
morfismo tartamudo de sistemas de transiciones. Para demostrar que los predicados de
estado se reflejan, sea p(uy, ..., u,) € Lq((yez,]Z(State))n2|H|n ([H(#)]). Por definicién del reducto

1
de una estructura de Kripke K(Ry, Jo(State))m,, [H(t)] E H(p(u1, ..., un)) que, por defini-
cién de K(Ry, J2(State))r, y la condicion (4) en la definicién de flecha en SRWThHomy,
implica que p(uy, ..., u,) € L‘K(Rl,h(State))nl ([t]), como se pedia. Es claro que si H pertenece
a SRWThHom's:"r el reciproco también es cierto y K'(H) es un morfismo estricto.

Finalmente, para la segunda restriccién mencionada en el enunciado de la proposicién,
sea H : (Ry, (Zi,E1 U Dy),J1) — (Ro, (X7, E2 U D»), J2) una flecha en RWThHomg. Tene-
mos que demostrar que K(H) = (H|r,, nﬁ (State)) es un morfismo de K (R, J1(State))r1, en
K(Rz, J2(State)),, esto es, que nf (State) € UN ITi-morfismo de K(R;, J1(State))r, al reducto
KRy, ]2(State))H2|H|Hl. Sea [t] — [t'] una transicion en K(Ry, J1(State))r,. Por la suposi-
cién sobre la ausencia de bloqueo (recuérdese la definicion de los objetos en SRWThy
en la seccién 5.4.1), esto significa que fy —>;21/h(5mte) t, para algtn ty € [t] y t; € [t'].
Como H preserva reescrituras, H(tp) _>1R2,]2(5tllf€) H(ty) y por lo tanto [H(t)] — [H(t')] en

K(Rz, J2(State))r,. Que los predicados se reflejan se demuestra como en el parrafo anterior.
O

Una consecuencia importante de este resultado y de los teoremas 5.1 y 5.3 es la
siguiente:
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Teorema 5.8 Dado un morfismo H : (R, (2, E1 U D1), J1) — (Re, (X}, E2 U Dy), J2) en
SRWThHom,, SRWThHom'S:tr o RWThHomy, y una féormula ¢ en ACTL"\{—, X}(ITy),
ACTL (1) \ X 0 ACTL"\=(I'y) respectivamente, si H(¢) se cumple en K(Ry, (X}, E2 U D2), ]2)
entonces ¢ también se cumple en K(Ry, (X7, E1 U D1), J1)-

Notese que existe un funtor de olvido SRWThHomg — SRWTh, obvio. De la misma
forma se puede definir una categoria RecSSRWThHomg con morfismos recursivos y funtor
de inclusiéon RecSRWThHom, <~ RecSRWTh,.

Con esto, la traduccién de las estructuras de Kripke al marco de la16gica de reescritura
se puede representar graficamente por medio del siguiente diagrama conmutativo. En él,
las flechas horizontales entre categorias asociadas a estructuras de Kripke son inclusiones
y las que llegan a aquellas asociadas con sistemas de transiciones son funtores de olvido.

SRWThHomy —— SRWTh. —— SRelRWTh. —— SRWTh

| A

KSMap KSMap KSSim STSys

Naturalmente, existe un diagrama analogo sobre las correspondientes estructuras recur-
sivas.

5.7 Algunos ejemplos mas

En esta seccién presentamos algunos otros ejemplos més de simulaciones que ilustran
la definicién de morfismo teoroidal.

5.7.1 Un ejemplo sencillo

Consideremos las dos especificaciones siguientes en las que se representan “sopas”
de relojes con y sin etiquetas, respectivamente.

mod CLOCK is
protecting NAT .
protecting QID .
sorts Object Configuration Prop .
subsort Object < Configuration .
op <_ : Clock | time: _> : Qid Nat -> Object .

op null : -> Configuration .

op __ : Configuration Configuration -> Configuration [assoc comm id:null].
op time? : Nat -> Prop .

op _|=_ : Configuration Prop -> Bool .

var N : Nat . var A : Qid . var C : Configuration .

eq (< A : Clock | time : N > C |= time?(N)) = true .
rl [tick] : < A : Clock | time : N > => < A : Clock | time : s(N) > .
endm
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mod ABSTRACT-CLOCK is
protecting NAT .
sort Conf Prop .
subsort Nat < Conf .
op null : -> Conf .

op __: Conf Conf -> Conf [assoc comm id: null]
op time? : Nat -> Prop [frozen]
op _|=_ : Conf Prop -> Bool .

var N : Nat . var C : Config .

eq (N |= time?(N)) = true .

rl [tick-0] : ® => s(0)

rl [tick-s] : s(N) => s(s(N))
endm

Nos gustaria relacionarlas por medio de una simulacién. La idea es que tan solo es-
tamos interesados en la hora pero no en los nombres de los relojes, por lo que podemos
borrar estos de manera segura. Para ello definimos un morfismo generalizado de signa-
turas H : Ycrock — Lasstract—cLock que deja los tipos y los operadores en NAT fijos, lleva
el tipo Object a Nat, el tipo Configuration a Conf y los operadores null y de unién
de multiconjuntos Configuration a los de Conf; el tipo Qid es eliminado. Finalmente, el
operador

op <_: Clock | time : _> : Qid Nat -> Object .

se lleva al término x; : Nat y time? se lleva a si mismo.

: 1 1 . ang

Es claro que Sl‘t _)CLOCK,Configuration v en‘tonces H(t) _>ABSTRACT—CLOCK,Conf H(t/)’ aljlalo_
gamente, los predicados de estado son reflejados. Es asi que H da lugar a un morfismo
en RWThHomg, de manera que las propiedades temporales de CLOCK, como por ejemplo

AFtime?(10), se pueden estudiar en ABSTRACT-CLOCK.

5.7.2 Abstracciéon de predicados

Una instancia particular de la metodologia de abstraccién es la abstraccion de predicados,
propuesta por primera vez en Graf y Saidi (1997) y desarrollada en numerosos trabajos
como los de Colén y Uribe (1998), Saidi y Shankar (1999) o Das et al. (1999). En este método
el dominio abstracto es un algebra booleana sobre un conjunto de predicados y la funcién
de abstraccién, que tipicamente forma parte de una conexién de Galois, es construida
simbodlicamente como la conjuncién de todas las expresiones que satisfacen una cierta
condicién que se suele probar utilizando un demostrador de teoremas. A continuacién
mostramos cémo la abstraccién de predicados puede ser presentada como un ejemplo
mas de nuestra nocién de simulacién algebraica.

Vamos a centrarnos en primer lugar en la relacién de transiciéon. Dado un sistema
computacional, un conjunto ¢y, ..., ¢, de predicados sobre los estados determina una
funcién abstracta que aplica un estado S en la tupla booleana (¢1(S), ..., $x(S)). Supon-
gamos que las transiciones del sistema vienen especificadas por una teoria de reescritura
R = (X,E,R) cuya familia de estados es State. Entonces, si R es State-encapsulada con
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constructor st : ky ...k, — State (recordemos de la seccién 4.4 que esto significa que la
familia State solo es usada en el operador st, y solo como su coaridad), la abstraccién
de predicados anterior puede representarse en la l6gica de reescritura por medio de una
teoria de reescritura R4 = (L4, E4, R4) donde:

e Y4 contiene Xy la signatura de BOOL, junto con una nueva familia BState, un nuevo
operador bst : Bool" — BState y, para cada predicado ¢;, i = 1,...,n, un operador
pi : State — Bool que lo representa. Tenemos entonces un morfismo de signaturas
H : ¥ — X4 que lleva State a BState, el constructor st al término

bSt(Pl(St(xlr ceey xm))/ cee /Pn(St(Xlr ce /xm)))
y es la identidad sobre los demds operadores.

e £, contiene H(E) y las ecuaciones de BOOL, junto con ecuaciones parapy, ..., p, que
especifican los predicados ¢1, ..., ¢y.

e R4 = H(R).

Por construccién, H : (X, E) — (X4, E4) es un morfismo de teorias tal que ¢ —>}Q State v

implica H(t) — H(t"), preservando asi la relacién de transicion.

;QA,BState
Podemos ahora dedicar nuestra atencién a la preservacion de las propiedades. Grafi-

camente, la relacién entre las distintas teorias consideradas se ilustra en el siguiente

diagrama,

(L,E)—— (X',EUD)

‘| |

(X4, Eq) & (X}, EAUDay)

donde (X', E U D) es la teoria ecuacional que especifica las propiedades del sistema dado
y (£, Ea U Da) es la teoria que tenemos que asociar a R4 para definir sus proposiciones
atémicas.

La sintaxis para los predicados de estado g (que asumimos son constantes) en el
sistema original viene dada por una subsignatura I'Tde ¥’. Es habitual que para cada uno
de estos g uno de los predicados ¢; en la base que define la abstraccién tenga el significado
“el estado S satisface q”. Sean gy, ..., g los predicados de estado en Il. Suponemos que
k < n 'y los predicados estan ordenados de forma que cada g;, 1 < j < k, corresponde al
predicado ¢; en la base de la abstraccién (nétese que podemos tener n > k, en cuyo caso
los predicados ¢x41, - .., P, no tendrdn contrapartida en IT). Bajo estas hipé6tesis tenemos
entonces que para un ¢; con su correspondiente g; en I su especificacién en E4 a través
de p;(S) es esencialmente la misma (médulo renombramiento) que la de S |- g; en D, de
manera que EUD + (S | q;) = true <= Ea t p(S) = true. Para la abstraccion utilizamos
entonces el mismo conjunto de predicados de estado IT que se especifican en la teoria
extendida (X4, Ea) C (X, Ea U Dy), de forma que X/, = X4 UL’y D4 contiene, para cada
g;j en ITasociado a ¢;, la ecuacion

(Mxq, .. x)) (bst(xa, - .- x5 20) E q7) = X5
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Extendemos H a X UITaplicando cada predicado de estado en si mismo. De este modo,
para todo término cerrado ¢ de la familia State y predicado de estado g, si

EAUD4+(H(H) E q]) = true

entonces, por la ecuacién que define g; en E4 U D4 y como H(t) = bst(pi(t), ..., pa(t)),
tenemos Eq U Dy F pj(t) = true e incluso E4 + pj(t) = true, ya que p; estd completamente
especificado en E4. Asi, debido a la relacion entre las ecuaciones que definen p;(S) y las
que definen S = q;, se tiene EU D (¢ | q;) = true con lo que se garantiza la preservacién
de predicados.

Finalmente podemos poner todas las piezas juntas y resumir la discusién anterior
como sigue.

Teorema 5.9 Sea un sistema concurrente especificado como un objeto (R,(X',E U D),]) de
RWThHomy, donde R es ](State)-encapsulada, y sea {¢1, ..., ¢y} un conjunto de predicados
de estado sobre la familia ](State), donde cada predicado de estado q; € T1 (que suponemos que
son constantes) corresponde a ¢p;, 1 < j < k. El resultado de aplicar abstraccion de predicados
es el sistema dado por (Ra, (Z/,,Ea U Da), Ja), donde (£/,,E4 U Da) y Ry estin definidos como
se ha explicado mds arriba y donde Ja(State) = BState. Entonces, H : (R,(X’,EUD),]) —
(Ra, (E,,Ea U Da), ) es una flecha en RWThHomy, donde H es el morfismo de signaturas
LUIT— X/, UIL

Ejemplo. Para ilustrar estas ideas vamos a aplicarlas al caso del protocolo de la pa-
naderia de la seccién 4.1. Recordemos que este protocolo, que garantiza el acceso mu-
tuamente exclusivo a un recurso asignando ntmeros a los procesos y atendiéndolos
segln el orden que establecen estos, se especific6 mediante una teoria de reescritura
R = (X, E,R) pagina 74 y fue extendido con predicados de estado en una teoria extendida
(X, E) € (X,EUD,)enlapagina 75.

Vamos a definir la abstraccién de predicados mediante los siguiente siete predica-
dos (que estdn en estrecha correspondencia con los que se utilizaron en la abstraccién
ecuacional que se aplicé al protocolo):

¢1(< P, X, Q, Y >) & P=wait
P2(< P, X, Q, Y ») & P=crit
¢3(< P, X, Q, Y >) & Q=wait
Ps(< P, X, Q, Y >) & Q=crit
¢5(< P, X, Q, Y > & X=0

Pe(< P, X, Q, Y>) & Y=0

¢7(< P, X, Q, Y >) & X < Y=true

Intuitivamente, solo nos preocupamos de si los procesos estan en modo de espera (wait)
o critico (crit), si sus contadores son iguales a cero y cudl de los contadores es el mayor.

Noétese que los predicados de estado de la signatura X’ estdn en correspondencia con
los predicados 1-4. En términos de la notacién utilizada més arriba, g1 seria lwait y estaria
asociado al predicado ¢1; q» seria lcrit y estaria asociado a ¢2; y 43 y 44 serfan 2wait y
2crit, asociados a @3 y ¢4. Ahora la teoria de reescritura abstracta R4 = (X4, E4, Ra) se
construye afiadiendo a R los siguientes elementos:
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e Operadores pl : State -> Bool,...,p7 : State -> Bool, junto con una nueva
familia BState y el constructor de estados abstractos

op bst : Bool Bool Bool Bool Bool Bool Bool -> BState .

Esto determina el morfismo de signaturas H, que lleva el constructor st al término
bst(pl(< P, X, Q, Y >),...,p7(< P, X, Q, Y >))

e Ecuaciones asociadas a pi que especifican ¢;, parai =1,...,7. Como los predicados
¢1,..., P4 corresponden a los predicados de estado, las ecuaciones que los definen
son “las mismas” que antes:

eq pl(< P, X, Q, Y > = (P == wait)
eq p2(< P, X, Q, Y > = (P == crit)
eq p3(< P, X, Q, Y >») = (Q == wait)
eq p4(< P, X, Q, Y >) = (Q == crit)

Las tres ecuaciones restantes también son inmediatas:

eq p5(<P, X, Q, ) = X == 0)
eq p6(< P, X, Q, )) = (Y == 0)
eq p7(<P, X, Q, Y > = ({ <X

e La traduccién de las reglas en R por el morfismo de signaturas H; por ejemplo, las
reglas [p2_sleep] y [p2_wait] se convierten respectivamente en:

rl bst(pl(< P, X, sleep, Y >), ..., p7(< P, X, sleep, Y >)) =>
bst(pl(< P, X, wait, Y >), ..., p7(< P, X, wait, s X >))

crl bst(pl(< P, X, wait, Y >), ..., p7(< P, X, wait, Y >)) =>
bst(pl(< P, X, crit, Y >»), ..., p7(< P, X, crit, Y >))
ifY<X.

Finalmente tenemos que escribir las ecuaciones de D4 que definen los predicados de
estado en el modelo abstracto, lo que es inmediato.

eq (bst(B1l, B2, B3, B4, B5, B6, B7) |= lwait) = Bl .
eq (bst(B1l, B2, B3, B4, B5, B6, B7) |= lcrit) = B2 .
eq (bst(B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7) |= 2wait) = B3 .

eq (bst(B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7) |= 2crit) = B4 .

Por construccién, este modelo es una abstraccién de predicados del protocolo de la
panaderia, con respecto a la base ¢, ..., }7.

Es importante darse cuenta de que este método algebraico de definir la abstraccién
de predicados no puede ser expresado en el marco de las abstracciones ecuacionales del
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capitulo 4 porque la especificacién de los predicados ¢; requiere, en general, introducir
operadores auxiliares y por lo tanto una signatura distinta X4 # X. También hay que
sefialar que la teoria de reescritura resultante no es en general ejecutable. Esto significa que
esta teoria de reescritura no se puede utilizar directamente en una herramienta como el
comprobador de modelos de Maude. La abstraccién de predicados se puede considerar
como un caso particular de nuestro marco de simulaciones algebraicas desde un punto
de vista conceptual o de fundamentos, lo que resulta 1til al ofrecer una justificacién del
método.

Casi todas las aproximaciones al método de abstracciéon de predicados no trabajan
directamente con la relaciéon de transicién minimal (que viene dada en nuestra descripcién
por R4). En su lugar, computan una aproximacién mds grosera de R4, aunque correcta. En
el capitulo 7 exploramos como computar tales aproximaciones en nuestro marco mediante
un prototipo que combina el uso de reflexién y el ITP para realizar la abstraccién de
predicados.

5.7.3 Un ejemplo de justicia

En muchas situaciones estamos interesados en el comportamiento de un sistema bajo
ciertas hipétesis de justicia, como la de requerir que una regla termine ejecutandose si
estd habilitada siempre desde un cierto punto en adelante. En la actualidad, el compro-
bador de modelos de Maude no posee la capacidad de concentrarse solo en aquellos
caminos que satisfacen las hipétesis de justicia. Sin embargo, no todo estd perdido y
vamos a ilustrar el uso de morfismos de (bi)simulacién teoroidales para razonar sobre
justicia. El mismo tratamiento se puede aplicar para clases muy generales de teorias de
reescritura y nociones més flexibles de justicia (Meseguer, 2004). Aqui nos vamos a limitar
a ilustrar algunas de las ideas principales, incluyendo el uso de morfismos teoroidales,
por medio de un sencillo protocolo de comunicacién. También es importante sefialar que
las mismas ideas se pueden utilizar para representar y estudiar sistemas de transiciones
etiquetados en la 16gica de reescritura.

Consideremos un sistema formado por un emisor, un canal y un receptor. El objetivo es
enviar un multiconjunto de ntimeros (en un orden arbitrario) desde el emisor al receptor
a través del canal. El canal puede contener en un momento dado varios de estos ntimeros.
Ademads de las acciones normales de envio y recepcién, el canal puede atascarse un
numero arbitrario de ocasiones al enviar algtin dato. Podemos modelar los estados de un
sistema tal por medio de la signatura

ops snd ch rcv : Nat -> Conf .
op null : -> Conf .
op __ Conf Conf -> Conf [assoc comm id: null]

donde el operador __ denota la unién de multiconjuntos, satisface las ecuaciones de
asociatividad y conmutatividad y tiene a null como elemento identidad. Por ejemplo, el
término

snd(7) snd(3) snd(7) ch(2) ch(3) rcv(l) rcv(9)
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describe el estado en el que 3 y dos copias de 7 no han sido enviadas todavia, 2 y otra
copia de 3 estdn en el canal y 1 y 9 ya han sido recibidos. El comportamiento del sistema
se especifica por medio de las siguientes tres reglas de reescritura:

var N : Nat .

rl [send] : snd(N) => ch(N)
rl [stall] : ch(N) => ch(N)
rl [receive] : ch(N) => rcv(N)

(Es este sistema terminante? No sin hipétesis adicionales, puesto que la regla stall
se podria aplicar continuamente. Para hacerlo terminante es suficiente con asumir la
siguiente propiedad de justicia débil sobre la regla receive, descrita por la férmula

wf-receive = FG enabled-receive — GF taken-receive;

es decir, si la regla receive termina por estar habilitada continuamente en un camino,
entonces tiene que ser ejecutada un ndamero infinito de veces. La especificacion del predi-
cado enabled-receive es bastante facil (solo necesitamos comprobar que hay algtn valor
en el canal) pero la especificacion del predicado taken-receive es mds problemdtica. Por
ejemplo, ;se satisface el predicado taken-receive en el estado descrito anteriormente?
No lo sabemos; quiza la dltima accién fue recibir el valor 1, en cuyo caso si se cumpliria,
pero en cambio se podria haber atascado en 3 o haber enviado 2 y entonces no se tendria.
En este punto es donde entra en juego una transformacién de teorias correspondiente a
un morfismo teoroidal que nos permita definir un sistema bisimilar donde el predicado
taken-receive pueda definirse. La nueva teoria extiende la signatura de arriba con los
siguientes nuevos tipos y operadores:

ops send stall receive * : -> Label .
op {_|_} : Configuration Label -> State .

Ahora un estado consiste en un par configuracién-etiqueta, indicando la dltima regla que
fue aplicada. Como inicialmente ninguna regla ha sido aplicada, afiadimos la etiqueta *
para todos los estados iniciales. Las reglas de la teorfa transformada son ahora:

var Conf : Configuration .
var L : Label .

rl [send] : { Conf snd(n)
rl [stall] : { Conf ch(n)

| => { conf ch(n) | send } .
I
rl [receive] : { Conf ch()

L}
L3} = { conf ch(n) | stall } .

| L 3} = { conf rcv(n) | receive } .

Los predicados enabled-send, enabled-receive y taken-receive se pueden definir
entonces mediante las ecuaciones

eq ({ Conf snd(N) | L } |= enabled-send) = true .
eq ({ Conf ch(N) | L } |= enabled-receive) = true .
eq ({ Conf | receive } |= taken-receive) = true .
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La propiedad de “terminacién justa” se puede definir ahora con la siguiente férmula,
que ciertamente se cumple en la estructura de Kripke asociada a esta teoria transformada
para cualquier estado inicial:

A(wf-receive — F(—enabled-send A —enabled-receive))

Denotemos por (Xcomm, Ecomm) 1a teoria ecuacional subyacente en nuestra teorfa de
reescritura original y sea (Xpcomm, Ecomm) 1a signatura de la teorfa transformada (tie-
ne las mismas ecuaciones Ecyy). Definimos un morfismo generalizado de teorias H :
(Zrcomm, Ecomm) — (Zcomm, Ecomm) como sigue: los tipos, familias implicitas y operadores
en Xcomm se llevan a si mismos; el tipo State se aplica en Conf; el tipo Label no se lleva a
ninguna parte; el operador {_|_} se lleva a la variable conf de tipo Conf; y finalmente, la
imagen de las etiquetas se deja indefinida. Sea I'ly el conjunto de predicados enabled-send
y enabled-receive, que en la teorfa original estan definidos por las ecuaciones

eq (Conf snd(N) |= enabled-send) = true .
eq (Conf ch(N) |= enabled-receive) = true .

Entonces, si Comm y LComm denotan nuestras teorias de reescritura, H induce una bisi-
mucion teoroidal (por lo tanto, estricta) de estructuras de Kripke

H : K(LComm, [State])r, — K(Comm, [Conf])ry, .

Ademas, en el caso de LComm podemos extender I'lp aIT con el predicado taken-receive,
de manera que la propiedad de terminacién justa puede ser adecuadamente especificada
y verificada.

5.8 Demostrando la correcciéon de simulaciones algebraicas

En esta secciéon discutimos algunos métodos para demostrar que un morfismo teo-
roidal dado o una funcién definida ecuacionalmente esta realmente especificando una
simulacién entre dos sistemas computacionales. Comenzamos considerando el caso mds
sencillo de simulaciones no tartamudas y trataremos las tartamudas después.

5.8.1 Preservacién de la transicién de relacién en RWThHom,. y RWTh.

Vamos a empezar con la categoria RWThHom,. Un sencillo criterio para saber si
un morfismo teoroidal H : R; — R, realmente preserva la relaciéon de transiciéon es
comprobar que, para cada regla t — t’ if C en R, hay una regla H(t) — H(t') if H(C)
correspondiente en Ry. Este requisito, sin embargo, es demasiado estricto.

Otra posibilidad reside en utilizar un demostrador de teoremas. En Maude tenemos el
ITP, pero desafortunadamente por el momento no permite el razonamiento sobre reglas
de reescritura. Sin embargo, utilizando una construccion descrita en Bruni y Meseguer
(2003) ese razonamiento es posible de manera indirecta. En Bruni y Meseguer (2003), a
cada teorfa de reescritura R se le asocia una teoria Reach(R) en la 16gica de pertenencia, con
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tipos Ary, Ari y operadores - — _ para cada familia k en R, de tal forma que R+t —
si y solo si Reach(R) + (t — t') : Arg, y t _>;€,k t" siy solo si Reach(R) + (t — t') : Ari.
Basandonos en este resultado, la siguiente proposicién ofrece un criterio para comprobar
si la relacion de transicion se preserva.

Proposicién 5.11 Sean Ry = (X1,E1,R1) y Ro = (X2, Ez, Ry) dos teorias de reescritura y sea
H : (X1, E1) — (X2, E2) un morfismo generalizado de teorias con semdntica inicial tal que, para
todo f € X4, el término H(f) no contiene miiltiples ocurrencias de una misma variable. Sea T una
teoria en la l6gica de pertenencia que extiende la union disjunta de (X1, E1) y (X2, E2) de manera
conservadora con operadores y sentencias definiendo —>;€1,k y _>;22,k como tipos Arli y Ar2,1, yen
la que el morfismo H estd especificado ecuacionalmentee a través de operadores h. Entonces, si para
todas las reglas (VX)t — t' if C en Ry, con t en la familia k, podemos demostrar inductivamente
que

if C*,

T Fing (7X) (h(t) = h(t')) : Ar2y

(donde C* es como C pero con todas las reescrituras t —> ' sustituidas por (t — t') : Arly), se

sigue que para todas las familiasken Ry y t,t' € Ty, ,

t —’%1,;( ' = H(t) —>;QZ/H(k) H(t').

Demostracién. Supongamos que t _>;€1 . I’ Entonces, o bien existe una regla de reescritura
(VX)! — rif C en Ry y una sustitucién 0 tal que E; + (VO)t = O(I), E; + (YO)t' = O(r) y
0(C) se cumple en Ry, ot es f(t1, ..., ti,... tn), t" €s f(t1, ..., t},... ta) y t; —>;€1 Lt

En el primer caso, por la forma en que T ha sido construida tenemos T + (V0) o(Ch,
y a partir de las hipétesis se sigue que T + (h(t) — h(t')) : Ar2, lo que implica que
H(t) —>;22,H(k) H().

En el segundo caso, por la hipétesis de inducciéon H(t;) —
suposicién de que H(f) no tiene variables repetidas,

H(t) = H(A(H(t), .. H(t), - H(tn) =g, ey HOMHB), .. HE), ..., Htn) = HE).

O

;QZ,H(ki) H(tl'-) y, por nuestra

Noétese que esta proposicion sigue siendo valida incluso si H es solo una funcién
arbitraria, con tal de que pueda ser definida ecuacionalmente. Por lo tanto, el resultado
también se aplica a los morfismos en RWTh. y obviamente a aquellos en RecRWThHomy
y RecRWTh,.

Un sencillo protocolo. Vamos a ilustrar esta idea con un ejemplo. Consideramos el
siguiente (jotro mads!) protocolo adaptado de Dams et al. (1997):

mod PROTOCOL is
protecting NAT .
sorts State Mode .
ops think eat : -> Mode .
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op st : Mode Mode Nat -> State .
op odd : Nat -> Bool .

vars M N : Mode . var X : Nat .

eq odd(®) = false .
eq odd(s(X)) = not(odd(X))

crl st(think, N, X) => st(eat, N,

rl st(eat, N, X) => st(think, N,

crl st(M, think, X) => st(M, eat,

crl st(M, eat, X) => st(M, think,
endm

X) if odd(X)
3*X + 1)
X) if odd(X)

true .

false .

X quo 2) if odd(X) = false .

Siguiendo a Dams et al. (1997), esta especificacion se puede entender como un proto-
colo que controla el acceso mutuamente exclusivo a un recurso comtn de dos procesos,
que modelan el comportamiento de dos matematicos, correspondientes a las dos prime-
ras componentes en un estado representado por st(M, N, X). Alternan fases de pensar
(think) y comer (eat), reguladas por el valor actual de X en la tercera componente del
estado: si X es impar, el primer matematico tiene derecho a disfrutar de la comida, en caso
contrario el turno le corresponde al segundo. Tras terminar de comer, cada matematico
deja el comedor y modifica el valor de N siguiendo un criterio propio.

Consideremos ahora el siguiente médulo, que afirmamos especifica una abstraccién
correcta del sistema especificado por PROTOCOL, que reemplaza el tercer argumento del

estado por su paridad.

mod PROTOCOL-ABS is
sorts State Mode Parity .
ops think eat : -> Mode .
ops o e : -> Parity .

op st : Mode Mode Parity -> State .

vars M N : Mode .

rl st(think, N, o) => st(eat, N,

rl st(eat, N, o) => st(think, N,

rl st(eat, N, e) => st(think, N,

rl st(M, think, e) => st(M, eat,

rl st(M, eat, e) => st(M, think,

rl st(M, eat, e) => st(M, think,
endm

o)
e)
0)
e)
e)
o)

La teoria T en la proposicién 5.11 correspondiente a estos dos médulos queda descrita
como sigue. (En realidad, como los médulos son bastante simples podemos tomar como
tal la teoria de abajo, que es una simplificacién de la teoria que resultaria de aplicar la
construccién general dada en Bruni y Meseguer (2003).)

fmod ABSTRACTION is protecting NAT .

sorts AR1 AR1? AR2 AR27? .
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sorts Model Mode2 Statel State2 Parity .

subsort AR1 < AR1? .
subsort AR2 < AR27? .
op odd : Nat -> Bool .

ops thinkl eatl :
op stl :

-> Model [ctor]

ops think2 eat2 : -> Mode2 [ctor]

Model Model Nat -> Statel [ctor]

ops o e : -> Parity [ctor]

op st2 : Mode2 Mode2 Parity -> State2 [ctor]
op _->_ : Statel Statel -> AR1? [ctor]

op _->_ : State2 State2 -> AR2? [ctor]

op abs : Statel -> State2 .

op absMode : Model -> Mode2 .

vars M1 N1 : Model .

vars M2 N2 : Mode2 .

vars X Y : Nat .

eq odd(®) = false .
eq odd(s(X)) = not(odd(X))

eq absMode(thinkl) = think2 .
eq absMode(eatl) = eat2 .

ceq abs(st1(M1, N1, X))
if odd(X) = true
ceq abs(stl(M1, N1, X)) =

if odd(X) = false .

cmb stl(thinkl, N1, X) -> stl(eatl, N1,

mb stl(eatl, N1, X) -> stl(thinkl, N1,

cmb stl(M1, thinkl, X) -> stl1(M1, eatl, X)
cmb stl(M1, eatl, X) -> stl(M1l, thinkl, X quo 2)

mb st2(think2, N2, o) -> st2(eat2, N2,

mb st2(eat2, N2, o) -> st2(think2, N2,

mb st2(eat2, N2, e) -> st2(think2, N2,

mb st2(M2, think2, e) -> st2(M2, eat2,

mb st2(M2, eat2, e) -> st2(M2, think2,

mb st2(M2, eat2, e) -> st2(M2, think2,
endfm

st2(absMode(M1), absMode(N1), o)

st2(absMode (M1), absMode(N1), e)

X) : AR1 if odd(X) =
3 *X)+ 1) : ARl

: AR1 if odd(X) = false .

: AR1 if odd(X) = false .

true .

o) : AR2 .
e) : AR2 .
o) : AR2 .
e) : AR2 .
e) : AR2 .
o) : AR2 .

Noétese como cada una de las reglas en las especificaciones originales ha dado lugar a
un axioma de pertenencia que define uno de los dos tipos AR1 o AR2.

Ahora podemos demostrar con el ITP que la transicién dada por la cuarta regla en
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PROTOCOL se preserva en PROTOCOL-ABS:

(goal abstract4 : ABSTRACTION |- A{ M1l:Model ; X:Nat }
(((odd(X:Nat)) = (false)) =>
((abs(st1(M1:Model, eatl, X:Nat)) ->
abs(stl1(M1:Model, thinkl, X:Nat quo 2))) : AR2)) .)

(auto”* .)
(split on (odd(X*Nat quo 2)) .)
(auto* .)
(auto* .)

La demostracién para las demds reglas se haria de forma parecida.

Hay que sefialar que, sin embargo, la proposicién 5.11 no resulta muy ttil cuando la
condicién C contiene reglas. Consideremos por ejemplo una teoria de reescritura R; con
dos operadores unarios f; y g1, y la regla (V{x, y}) fi(x) = g1(y) if x — y. Escribamos R
para referirnos a la teoria de reescritura que se obtiene a partir de R; renombrando f1 y g1
como f, y &, respectivamente. R; y R, estan claramente relacionadas por un morfismo
teoroidal H (un renombramiento) y la relacién de transicién es preservada trivialmente.
Pero para demostrarlo utilizando el resultado anterior tendriamos que mostrar

T tina (Y, ) (R(f1(x)) = B(g1(x))) : Ar2yy if (x = y) s Arly,

que requiere el uso de alguna clase de hipétesis de induccién sobre (x — y) : Arly, que no
estd disponible. Afortunadamente, muchas especificaciones no requieren el uso de reglas
en las condiciones; en particular, las teorias de reescritura recursivas pertenecen a esta
clase (recordemos la definicién 5.13).

5.8.2 Preservacién de la relacion de transiciéon en SRWThHom, y SRWTh,

La definicién de simulaciones tartamudas requiere el cumplimiento de una propiedad
en la que intervienen caminos infinitos, que en general no es facil de comprobar. En la
seccién 5.2 presentamos una caracterizacion alternativa que también se puede utilizar
para morfismos entre teorfas de reescritura; sin embargo, obviamente prefeririamos tener
condiciones que se aplicaran directamente a los conjuntos de ecuaciones y reglas de dichas
teorias.

Supongamos que tenemos dos teorias de reescritura Ry =(X1, E1, R1) y R2 = (X2, E2, Rp),
y un morfismo generalizado de teorias con semantica inicial H : (X1, E;) — (X2, E). Para
que H sea un morfismo tartamudo es suficiente con mostrar que algunas de las reglas
en R; dan lugar a pasos de reescritura en R, mientras que el resto se convierten en
tartamudeo cuando son traducidas. Esto es, Ry se puede descomponer como la unién
disjunta de R, y R} de manera que si t _>}<1,k t’ entonces H(t) —>;€2,H(k) H(t')ysit —>11{i,,k t
entonces H(t) y H(t') se pueden probar iguales en R». Solo falta un pequerio detalle: para
evitar un tartamudeo infinito necesitamos exigir que R/’ sea terminante. Esta idea queda
formalizada en la siguiente proposicion.
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Proposicién 5.12 Sean Ry = (X1,E1,R1) y Ro = (X2, E2, Rp) dos teorias de reescritura y sea
H : (X1,E1) — (X2, E2) un morfismo generalizado de teorias con semdntica inicial tal que, para
todo f € ¥4, el término H(f) no contiene miiltiples ocurrencias de una misma variable. Sea T una
teoria en 16gica de pertenencia que extiende la union disjunta de (L1, E1) y (X2, E2) con operadores
y sentencias que definen —>%1,k y _>;€2,k como tipos Arli y Ar2,1, y en la que el morfismo H se
especifica ecuacionalmente a través de operadores h. Supongamos que Ry es la union disjunta de
R}y RY, con R terminante modulo Ey. Entonces, si para todas las reglas (YX)t — t" if C en
R, conten la familia k, podemos demostrar inductivamente

T vina (VX) (h(t) = h(t')) : ArZIl{(k) if Cf,

(donde C¥ es como C pero con las reescrituras t — t' sustituidas por (t — t') : Arly), y para
todas las reglas (VX)t — " if C en RY con t en la familia k,

T Fina (YX) (h() = h(t")) if CF,
se sigue que todo camino en Ry H-encaja con algtin camino en Ro.

Demostracién. Sea m un camino t = tg —g, t| —g, 2 g, *-- que comienza en t €
Ty, k,: tenemos que demostrar que existe un camino p en R, que empieza en H(t) y
que H-encaja con 7. Para ello definimos a(0) = 0 y a(i + 1) como la primera posicién
en 7 mayor que a(i) que resulte de aplicar una regla en R}; como R/ es terminante, o
estd bien definida y es estrictamente creciente. Definimos entonces p mediante p(i) =
H(ta(;))- Resulta que t,;) alcanza 441y tras un nimero finito de reescrituras en R} y una
i PP I | 1 141 1 ,
unica transicion en R}: fa() _>Ri'/k uq —>R£,/k U _)Ri'/k _>R§'/k Uy —>R1/k tagi+1)- Por los
supuestos de la proposicién, aplicando el mismo razonamiento que en la demostraciéon
. ., 1 ) _ . .
de la proposiciéon 5.11 tenemos que H(u,) = Ry H(K) H(tyi+1)) = p(i +1). Andlogamente,

t -l , 1 implica E; + (YO) H(t) = H(t') y ast p(i) = H(ta)), 1, - - -, Un se pueden probar

RY,
iguales en E;. Se sigue que p(i) —>;{2,H(k) p(i+1)y por lo tanto p es un camino valido en R,
que H-encaja con 7t por construccion. O

Como en el caso de las simulaciones no tartamudas, esta proposicién se aplica no
solo a morfismos generalizados de teorias sino también a cualquier funcién definible
ecuacionalmente, con lo que nos proporciona un criterio para comprobar la preservacion
de transiciones en SRWTh,.

Un sistema de lectores y escritores. Para ilustrar el uso de esta tultima proposiciéon
vamos a utilizar la siguiente especificacién de un sistema de lectores y escritores:

mod R&W is
protecting NAT .
sort Config .
op <_,_> : Nat Nat -> Config . --- lectores/escritores

vars R W : Nat .
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rl <0, 0 >=><0, s(® > .
rl <R, s(W >=> <R, W>.
rl <R, 0 >=<5s(R), 0> .
rl < s(R), W>=><R, W>.
endm

Los estados se representan por medio de pares < R, W > que indican el ndmero R de
lectores y el niimero W de escritores que estdn accediendo al recurso critico. Los lectores
y los escritores pueden abandonar el recurso en cualquier momento, pero los escritores
solo pueden acceder a él si nadie mas lo estd usando, y los lectores solo cuando no hay
escritores.

Ahora consideremos la siguiente implementacién del sistema en la que los lectores y
los escritores “piden permiso” antes de entrar en la seccion critica.

mod R&W-STUTTERING is
protecting NAT .
sorts Key Config .

ops reader writer empty : -> Key .
op <_,_,_> : Nat Nat Key -> Config .

vars R W : Nat .
var K : Key .

rl [writer-ask]
rl [writer-out]

0, 0, empty > => < 0, 0, writer > .
R, s(W), K>= <R, W, K>.
rl [reader-ask] R, 0, empty > => < R, 0, reader > .
rl [reader-out] : s(R), W, K>=> <R, W, K> .
rl [writer-in] : < R, W, writer > => < R, s(W), empty > .
rl [reader-in] : < R, W, reader > => < s(R), W, empty > .
endm

AN AN AN A

La tercera componente de la terna de un estado indica si un lector (reader) o un escritor
(writer) ha pedido permiso para entrar en la region critica; su valor es empty si no se ha
hecho ninguna peticién.

Podemos demostrar que R&W-STUTTERING es una implementacién correcta de R&W
construyendo un morfismo tartamudo de sistemas de transiciones

h : T (R&H-STUTTERING)config —> 7 (R&M)congig -

Para ello, si la teorfa T en la proposicién 5.12 renombra el tipo Config en los médulos
R&W y R&W-STUTTERING como Configl y Config2, respectivamente, el morfismo tarta-
mudo / puede definirse ecuacionalmente en T como sigue. (De nuevo se trata de una
simplificacién de la construccién en Bruni y Meseguer (2003).)

fmod R&W-SIMULATION is
protecting NAT .
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sorts AR1 AR1? AR2 AR27?7 .
sorts Configl Key Config2

subsort AR1 < AR1? .
subsort AR2 < AR27? .
op <_,_> : Nat Nat -> Configl [ctor]

ops reader writer empty : -> Key [ctor]

]

AR2

AR2

op <_,_,_> : Nat Nat Key -> Config2 [ctor

op _->_ : Configl Configl -> AR1? [ctor]

op _—>_ : Config2 Config2 -> AR2? [ctor]

op h : Config2 -> Configl .

vars R W : Nat .

var K : Key .

eq h(< R, W, empty >) = <R, W > .

eq h(< R, W, reader >) = < s(R), W > .

eq h(< R, W, writer >) = < R, s(W) > .

mb <0, > -><0, s(0 > : AR1 .

mb <R, s(W > ->< R, W>: AR1 .

mb <R, ® > -><s(®R), 0 >: AR1 .

mb < s(R), W> ->< R, W>: AR1 .

mb < 0, 0, empty > -> < 0, 0, writer > :

mb <R, s(W, K> ->< R, W, K> : AR2

mb < R, 0, empty > -> < R, 0, reader > :

mb < s(R), W, K> ->< R, W, K> : AR2

mb < R, W, writer > -> < R, s(W), empty > :

mb < R, W, reader > -> < s(R), W, empty > :
endfm

CAPIiTULO 5. SIMULACIONES ALGEBRAICAS

--- lectores/escritores

AR2
AR2

Tomando como R; las primeras cuatro reglas de R&W-STUTTERING y como R; las dos
restantes, tenemos que R; es terminante porque el namero total de lectores, escritores y
“emptys” decrece. Consideremos ahora writer-out, la segunda regla en Ry, y recordemos
que la relacién de reescritura en R&W es representada por un tipo AR1 en T. Podemos

entonces demostrar

(goal abstract2

en el ITP utilizando los comandos

(auto* .)
(ctor-split on K*Key .)
(auto® .)

: R&W-SIMULATION |- A{ R:Nat ; W:Nat ; K:Key }
((h(< R:Nat, s(W:Nat), K:Key >) -> h(< R:Nat, W:Nat, K:Key >))

: AR1) .)
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(auto”* .)
(auto* .)

y de forma parecida para las otras reglas en R;. En el caso de R, también podemos
demostrar de manera inmediata

(goal stuttl : R&W-SIMULATION |- A { R:Nat ; W:Nat }
((h(< R:Nat, W:Nat, writer >)) (h(< R:Nat, s(W:Nat), empty >))) .)

y

(goal stutt2 : R&W-SIMULATION |- A { R:Nat ; W:Nat }
((h(< R:Nat, W:Nat, reader >)) (h(< s(R:Nat), W:Nat, empty >))) .)

Por lo tanto, las condiciones en la proposicién 5.12 se cumplen con lo que / es un morfismo
tartamudo de sistemas de transiciones.

5.8.3 Preservacion de proposiciones atémicas

Para demostrar que las proposiciones atdmicas son preservadas es conveniente asumir
que estan completamente especificadas, en el sentido de que siempre podemos probar
si son ciertas o falsas con respecto a un estado concreto. (Recordemos que, como se
comento en la seccién 2.4.4, el comprobador de modelos de Maude solo necesita para
funcionar que se especifiquen los casos positivos.) Para el caso de propiedades decidi-
bles podemos realizar esta suposicién sin pérdida de generalidad. Tenemos entonces el
siguiente resultado, parecido a los de preservacion de la relacién de transicion.

Proposicion 5.13 Sean (X1, E1) € (X, E1UD1) y (X2, E2) € (X, E2UD3) las teorias ecuaciona-
les correspondientes a dos objetos en SRWThHomy y sea H : Xy UITy — X UT, un morfismo
generalizado de signaturas tal que H : (£1,E1) — (X2, E2) es un morfismo de teorias. Sea T una
teoria en 6gica de pertenencia que extiende la unioén disjunta de (X7, E1 U D1) y (X}, E2 U Dy)
en la que el morfismo H estd especificado ecuacionalmente a través de operadores h. Entonces, si
podemos demostrar que

T Fing (YX) (W(t) E h(p)) = false if C

para todas las ecuaciones (VX) (t = p) = false if C en Dy, se sigue que, para cualesquiera términos
cerrados t’ y p’,

EUDy (W(t) Eh(p') =true) = EiUD;1+(t' Ep’ =true).
Ademds, si en su lugar podemos demostrar
T ring (VX) (x [ p) = (h(x) F h(p))

entonces la implicacién anterior se convierte en una equivalencia.
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Demostracién. Por nuestra suposicion sobre la completitud de las especificaciones, se
tiene que o bien E; UD; + (VO)(t E p) = true o E; UD; + (VO)(t E p) = false. Pero
este segundo caso no puede ocurrir a menos que true = false en E; U D, porque se
puede demostrar por induccién estructural y utilizando la hipétesis de la proposiciéon
que E; UD; + (V0) (t E p) = false implica E; U Dy + (V0) (h(t) | h(p)) = false.

Es claro que la condicién afiadida en el dltimo apartado del enunciado implica que &
es estricta, con lo que se tendria la equivalencia indicada. 0

De nuevo, este resultado se aplica también a la categoria SRWTh,.

Un protocolorevisitado. Para el protocolo delos “matemaéticos pensadores” del ejemplo
de la seccién 5.8.1 las proposiciones atémicas se especifican como sigue:

eq stl(thinkl, N1, X) |[= nmexcll = true .
eq stl1(M1, thinkl, X) |= nmexcll = true .
eq stl(eatl, eatl, X) |= nmexcll = false .

eq st2(think2, N2, P) |[= nmexcl2 = true .
eq st2(M2, think2, P) |= nmexcl2 = true .
eq st2(eat2, eat2, P) |= nmexcl2 false .

Entonces la condicién que tenemos que comprobar es

(goal abstract : ABSTRACTION |- A{ X:Nat }
((abs(stl(eatl, eatl, X:Nat)) |= nmexcl2) = (false)) .)

que se puede demostrar en el ITP con los comandos:

(auto* .)
(split on (odd(X*Nat)) .)
(auto”* .)
(auto* .)

De forma parecida, para ver que la simulacién es estricta tendriamos que mostrar que

(goal abstract-st : ABSTRACTION |- A{ Sl:Statel }
((S1:Statel |= nmexcll) = (abs(S1l:Statel) |= nmexcl2)) .)

lo que también se puede demostrar en el ITP de la siguiente forma:

(ind on S1:Statel .)
(ind on VO#0:Model .)

(ind on VO#1:Model .)

(auto* .)

(split on (odd(VO#2*Nat)) .)
(auto* .)
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(auto”* .)
(auto* .)
(split on (odd(VO#2*Nat)) .)
(auto* .)
(auto”* .)

(ind on VO#1:Model .)

(auto* .)
(split on (odd(VO#2*Nat)) .)
(auto* .)
(auto”* .)
(auto* .)
(split on (odd(VO#2*Nat)) .)
(auto* .)
(auto* .)

5.9 Conclusiones

Hemos presentado una nocién muy general de simulacién tartamuda entre estructu-
ras de Kripke que relaja los requisitos sobre preservaciéon de predicados, no requiriendo
que la preservacion sea estricta y permitiendo que las férmulas se puedan traducir. Tam-
bién hemos demostrado resultados de representabilidad generales que demuestran que
tanto las estructuras de Kripke como sus simulaciones pueden ser representadas fructife-
ramente en la 16gica de reescritura. Direcciones de investigacion futura incluyen: (i) una
bisqueda continuada de simulaciones todavia mds generales y técnicas de preservacion
y composicionalidad relacionadas; (ii) métodos de prueba y soporte de herramientas
para demostrar que las simulaciones son correctas; y (iii) experimentaciéon y mds casos
précticos.






Capitulo 6

Algunos resultados categoricos

En este capitulo realizamos un estudio categérico de las estructuras que se han des-
arrollado en capitulos anteriores, centrdndonos en las categorias sobre un conjunto fijo
de proposiciones atémicas. Empezaremos utilizando el lenguaje de la teoria de categorias
para justificar el uso del adjetivo “minimal” en las estructuras de Kripke de la seccién 4.3
y para estudiar cémo transferir la funcién de etiquetado de una estructura de Kripke a un
sistema de transiciones. Tras ello agruparemos las categorias en instituciones, lo que nos
llevard a una construccion alternativa de las categorias de Grothendieck introducidas en
el capitulo 5, para a continuacién estudiar sus limites, colimites y factorizaciones. En las
categorias de Grothendieck los colimites se pueden obtener imitando las construcciones
que damos aqui; en el caso de los limites, conjeturamos que en general estos no existen.

El trabajo presentado aqui es en gran medida ortogonal a los desarrollos previos
y, hasta cierto punto, no estd tan desarrollado como aquellos. Por ejemplo, deberia ser
posible continuar con el trabajo sobre instituciones paralalégica de reescritura comenzado
en Palomino (2001a) y establecer relaciones entre las correspondientes instituciones que
generalicen el diagrama en la seccién 5.6.2; todo esto queda pendiente como trabajo
futuro.

6.1 Conceptos fundamentales

Casi todas las nociones de la teorfa de categorias que vamos a utilizar son bastante
bésicas y se pueden encontrar en numerosas fuentes, como en el libro clasico de Mac Lane
(1998) 0 el mas orientado a (determinado sector dentro de) la informatica de Barr y Wells
(1999). En esta seccién nos limitamos a repasar aquellos conceptos que pueden ser algo
menos conocidos o que desempefian un papel importante en el desarrollo del capitulo.
Para intentar evitar confusiones con los morfismos de simulaciones, nos referiremos en
muchas ocasiones a los morfismos de una categoria simplemente como flechas.

Opfibraciones. Lo que determina una opfibracién (por ejemplo, Jacobs, 1999) es la pro-
piedad de poder “elevar” una flecha en una categoria base a otra categoria de manera
“inicial” (y por lo tanto, minima) en un sentido apropiado.

165
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SeaF : C — Dun funtor. Una flecha f : X — Y en C es opcartesiana sobre usi F(f) = u
y cada flecha g : X — Z en C para la que se tiene F(g) = v o u para alginv : Y — F(Z)
determina una tnica flechah : Y — Z tal que ¢ = ho f y F(h) = v. El funtor F es una
opfibracion si para todas las flechas u : F(X) — | existe un morfismo opcartesiano. Las
nociones duales son las de morfismo cartesiano y fibracién.

Instituciones. La nocién de institucién se debe al trabajo seminal de Goguen y Burstall
(1992); el objetivo era capturar la nocién de modelo de manera independiente a cualquier
formalismo concreto. Una institucion es una 4-tupla 7 = (Sign, sen, Mod, k=) tal que:

e Sign es una categoria cuyos objetos se llaman signaturas,

e sen : Sign — Set es un funtor que asocia a cada signatura © un conjunto de
X-sentencias,

e Mod : Sign — Catf es un funtor que asocia a cada signatura L una categoria
cuyos objetos se llaman X-modelos, y

e = es una funcién que asocia a cada X € |Sign| una relacién binaria |y, € [Mod(X)| X
sen(X) llamada X-satisfaccién, de manera que la siguiente propiedad se satisface para
todoH: X — X', M’ € [Mod(X’)| y todo ¢ € sen(X):

M’ Ey sen(H)(@) & ModH)M) Ex ¢.

Un morfismo de teorias H : (X,I) — (X’,I”) es un morfismo H : ¥ — Y’ tal que
todo modelo en Mod(X’) que satisfaga I a su vez satisface sen(H)(¢), para toda @ €T.

La liberalidad es una propiedad importante que expresa la posibilidad de construccio-
nes libres y generaliza el principio de “seméntica algebraica inicial”. Una institucién es
liberal si los funtores de olvido Mod(H) : Mod(X’,I") — Mod(X,T') inducidos por los
morfismos de teorfas H : (£,I) — (X', I”) tienen adjuntos por la izquierda.

Otra propiedad que expresa la posibilidad de “poner teorias juntas” mediante colimi-
tes es la exactitud de una institucion. Una institucién es exacta si su categoria de signaturas
es cocompleta y el funtor de modelos Mod preserva colimites, y es semiexacta si Sign tiene
sumas amalgamadas (en inglés, pushouts) y Mod la preserva.

Moénadas y categorias de Kleisli. Una moénada (llamada triple en Barr y Wells, 1999) es
una terna (T,n, ), donde T : C — Cesunfuntoryn:1lc — Typu:ToT — T son
transformaciones naturales que satisfacen yonT = poTn=1ryuouT =puoTp.

Todas las ménadas se pueden obtener a partir de adjunciones y una de las posibles
construcciones hace uso de la categoria de Kleisli. La categoria de Kleisli de una ménada
(T,n, ) tiene por objetos los de C. Si X e Y son objetos de C, una flecha X — Y en
la categoria de Kleisli es una flecha X — T(Y) en C. La composiciéon de dos flechas
f:X—TX)yg:Y — T(Z) viene dada por yc o Tg o f.
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La construccién de Grothendieck. A menudo nos interesa considerar las componentes
de una categoria indexada todas juntas en una tinica categoria “aplanada” que se obtenga
formando la unién disjunta de las componentes y afiadiendo algunas flechas nuevas. Es
la llamada, por ejemplo en Tarlecki et al. (1991), construccion de Grothendieck.

Dada una categorfa indexada C : 7°¢ — Cat, la categoria de Grothendieck asociada
estd definida por:

e los objetos son pares (I, X), donde I es un objeto de 7 y X es un objeto de C(I);

e una flecha (I, X) — (J;Y) esunpar (u, f)conu:I — Jen Iy f : X — C(u)(Y) en
CI;

e la composicion de flechas (u, f) : (I, X) — (J V) y (v,8) : (J Y) — (K, Z) viene dada
por
(@,8) 0 (u, f) = (vou,Cu)g)o f).

Epis y monos regulares. Tal y como se define en Herrlich y Strecker (1973), una flecha
m : X — Y es un monomorfismo regular si existen flechas f y g tales que m es el igualador
(equalizer) de f y g. Dualmente, e : X — Y es un epimorfismo regular si es el coigualador
de dos flechas.

Dadas dos clases & y M de epimorfismos y monomorfimos respectivamente, cerradas
bajo composicién con isomorfismos, una (&, M)-factorizacién de una flecha f es una facto-
rizaciéon f = moeconeenEy men M. Una categoria es (&, M)-factorizable (univocamente)
si toda flecha tiene una (&, M)-factorizacién (tinica). Una categoria es una (&, M)-categoria
si es univocamente factorizable y tanto & como M son cerradas bajo composicion.

6.2 Estructuras de Kripke minimales

Recordemos que en la seccién 4.3 se discutié que, a menudo, dada una estructura de
Kripke sobre un conjunto de proposiciones atémicas AP, estamos interesados en encontrar
otra sobre el mismo conjunto de proposiciones atémicas que sea la que mejor la simule
bajo determinadas condiciones. En particular, definimos la nocién de estructura de Kripke
minimal Mﬁn ., asociada a una estructura de Kripke My funcién sobreyectiva h : M — A.

Entonces se dijo que el adjetivo “minimal” era apropiado y que ya habia sido utilizado
en Clarke et al. (1994) aplicado a sistemas de transiciones, pero dejamos pendiente ver
que esta nocién de minimalidad también se aplica a las estructuras de Kripke y que, en
nuestro marco categorico, queda capturada por el concepto de morfismo opcartesiano.
Ese es el objeto de la siguiente proposicion.

Proposicién 6.1 Para una estructura de Kripke M y una funcién sobreyectivah : M — A, el
AP-morfismo inducido h : M — M’fn in, €8 un morfismo opcartesiano en el contexto del funtor de
olvido U : KMap ,p, — Set que lleva la estructura de Kripke M = (M, — pq, Laq) a su conjunto
M subyacente y cada AP-morfismo sobre si mismo.
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Demostraciéon. Dado f : M — N en KMap,, que se pueda factorizar en Set como
f = gohparaalguna funcién g : A — N, tenemos que encontrar un tinico ¢’ en KMap ,
tal que ¢’ : M. — N, f = ¢’ ohy U(g') = g Por definicién de U, debe ser g’ = g;
tenemos que comprobar que g es realmente un AP-morfismo.

Por definicion de /\/(}I’n o Sia— M b existen x e y en M tales que h(x) = a,h(y) = by
x = p Y- Entonces, como f es un AP-morfismo, g(a) = g(h(x)) = f(x) =n f(y) = g(h(y)) =
g(b). Ademas, utilizando de nuevo el hecho de que f es un AP-morfismo, si p € Lx/(s)
entonces p € Ly (x) para todo x en M tal que f(x) = s. Sea entonces a € A tal que g(a) = s:
para todo y en M tal que h(y) = a, como f(y) = g(h(y)) = s se tiene que p € Lyy(y). Por lo
tanto,p € L M (a) y para todo a con g(a) = s tenemos Ly/(s) € L M (a). O

El resultado también se tiene para simulaciones generalizadas en las que el conjunto
de proposiciones atémicas puede variar.

Proposicion 6.2 La simulacién (nap,h) : M — an o conh s M — A una funcion sobre-
yectiva y nap la inclusion AP < State\—(AP), es un morfismo opcartesiano para el funtor de
olvido U : KMap — Set que lleva un par (AP, M) al conjunto subyacente M y un morfismo de
simulacion (a, h) a su correspondiente funcion h.

Demostracién. La demostracion sigue los mismos pasos que la de la proposicién 6.1, a
pesar de que el conjunto de proposiciones atémicas puede ahora variar de una estructura
de Kripke a otra. O

6.3 Préstamo

Las simulaciones, en todas sus distintas variantes, requieren alguna forma de preser-
vacion de transiciones y proposiciones atémicas. A veces, sin embargo, resulta mas fécil
y natural pensar simplemente en términos de los sistemas de transiciones subyacentes;
en tales casos todavia podemos recuperar una simulacién tomando prestada la estructura
de Kripke del dominio a través de la funcién de etiquetado del codominio.

Definicién 6.1 Sea A = (A, —a) un sistema de transiciones y sea B = (B, —g,Lg) una
estructura de Kripke sobre un conjunto AP de proposiciones atémicas. Sih : (A, —>a) — (B, = g)
es un morfismo tartamudo de sistemas de transiciones, ‘A se puede extender a una estructura de
Kripke sobre AP definiendo L = Lg o h. Se dice que A toma prestadas sus propiedades de B.

Proposicién 6.3 Si A = (A, —#) toma prestadas sus propiedades de una estructura de Kripke
8B = (B, =g, Lg) sobre un conjunto AP de proposiciones atémicas por medio de una simulacion
tartamuda de sistemas de transiciones h : (A, —>5) — (B, —g), entonces h se convierte en un
AP-morfismo tartamudo estricto. Mds atin, h es un morfismo cartesiano para el funtor de olvido
U : KSMap,p, — STSys que aplica cada estructura de Kripke en su sistema de transiciones
subyacente.
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Demostracién. Claramente h es un AP-morfismo tartamudo estricto porque, por definicién
de L, las proposiciones atémicas son preservadas.

Para mostrar que es un morfismo cartesiano, sean f : C — 8 un AP-morfismo
tartamudo y g : U(C) — (A, =) un morfismo tartamudo de sistemas de transiciones
tales que f = h o g: tenemos que mostrar que existe un tinico AP-morfismo tartamudo
g’ talquehog = fy U(g) = g El tinico candidato posible es g y lo que tenemos que
comprobar es que g : C — A es realmente un AP-morfismo tartamudo. Por hipétesis, g
es un morfismo de sistemas de transiciones. Ahora, supongamos que g(c) =ay p € La(a).
Se sigue que p € Lg(h(a)) y como f(c) = (ho g)(c) = h(a) y f es un AP-morfismo tartamudo,
p € Lc(c) como se necesitaba. O

Es interesante sefialar que esta proposicién también se cumple incluso si & no es una
funcién (aunque en tal caso la AP-simulacion resultante podria no ser estricta).

Uno podria preguntarse si este resultado se extiende a la categoria de Grothendieck
KSMap de manera que (1ap, 1) se convierta en un morfismo cartesiano para el funtor de
olvido U : KSMap — STSys. La respuesta es no y el motivo, como ya ocurria cuando
sefialdbamos que las simulaciones estrictas no se podian componer, reside de nuevo en la
generalidad de las funciones « : AP — State(AP’) usadas para relacionar estructuras de
Kripke sobre conjuntos de proposiciones atomicas diferentes. Sin embargo, como enton-
ces, se puede recuperar el resultado trabajando en la subcategoria KSMap™” de KSMap
en la que el codominio de las funciones «a se restringe a Bool(AP’). Ese precisamente es el
contenido de la siguiente proposicion.

Proposicién 6.4 Si A = (A, — 5) toma prestadas sus propiedades de B = (B, — g, Lg) por medio
de un morfismo tartamudo de sistemas de transiciones h : (A, —»a) — (B, = g), entonces (nap, h)
se convierte en un morfismo tartamudo estricto. Mds atin, (nap, h) es un morfismo cartesiano para
el funtor de olvido U : KSMap®® — STSys que lleva cada estructura de Kripke a su sistema
de transiciones subyacente.

Demostracién. Claramente, (n4p, ) es un morfismo tartamudo estricto porque por defini-
cién de L4 las proposiciones atémicas son preservadas.

Para mostrar que es un morfismo cartesiano, supongamos que (a, f) : C — B es
un morfismo tartamudo y g : U(C) — (A, =) un morfismo tartamudo de sistemas de
transiciones tales que f = h o g. Tenemos que demostrar que existe una tinica simulacién
tartamuda (o', g’) tal que (nap,h) o (¢, ¢") = (o, f) y U(a’,g’) = g. El tnico candidato
posible es (a,g) y lo que tenemos que comprobar es que g : C — A|, es realmente
un AP’-morfismo tartamudo, donde AP’ es el conjunto de proposiciones atémicas de C.
Por hipétesis, ¢ es un morfismo de sistemas de transiciones. Ahora, supongamos que
g(c) = ayp € Lg,(a); se sigue que A,a = a(p). Por la proposicién 5.3 se tiene que
A,a = ¢ siysolo B,h(a) E ¢ para todo ¢ € Bool(AP). Por lo tanto, 8, h(a) = a(p) y como
f(c)=(hog)c)=h(a)y (a, f) es un morfismo tartamudo, C, c = p por el teorema 5.3, esto
es, p € L¢(c) como se necesitaba. O
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6.3.1 Préstamo entre teorias de reescritura

El préstamo al nivel de las teorfas de reescritura se puede especificar como sigue.
Inicialmente comenzamos con una teorfa de reescritura R; con una familia distinguida
J1(State), un objeto (R, (X5, E2 U D»), ) en SRWThr y una funcién ecuacionalmente
definida h : Ty, /E, j,(Statey — Tx,/E, o(Statey qQue da lugar a un morfismo tartamudo de
sistemas de transiciones. Para extender la teoria R; a un objeto en SRWTh. hemos de:

1. seleccionar una extension conservadora (2, G) de (21, E1) ® (X), E2 U Dy) en la que
podamos definir ecuacionalmente 7; y

2. extender esta teorfa con un nuevo operador _ = _: Ji(State) Prop — Bool, donde
Prop es el tipo con el mismo nombre en X, y con la ecuacién

Vx, ) (xFy) = hx) Fy).

Esto define un morfismo desde (Ry, (2, G), J1) en (Ro, (X7, E2 U D3), J2) en SRWTh,.

6.4 Instituciones de la 16gica temporal

El lector familiarizado con nociones categéricas seguramente haya notado que la
proposicién 5.1 enla pagina 112 posee un caracteristico “sabor institucional”. Ciertamente,
las estructuras de Kripke se pueden organizar como los modelos de una institucién para
la 16gica temporal en la que la proposicién 5.1 corresponde al lema de satisfaccion. Otras
instituciones para légicas temporales, concretamente para LTL y CTL", fueron discutidas
por Arrais y Fiadeiro (1996), pero tanto su nocién de morfismo de signaturas como la de
simulacion (que corresponde aproximadamente a nuestra nocién de morfismo bisimilar)
son mas limitados.

Volvamos entonces a nuestro propésito de definir una institucién para la 16gica tem-
poral que utilice nuestras nociones de simulacién y modelo. En primer lugar definimos
la categoria de signaturas. Para ello, sea State\- : Set — Set el funtor que lleva un
conjunto (que se puede entender de proposiciones atémicas) AP al conjunto de férmu-
las de estado State\—(AP), y una funcién a : AP — AP’ a su extensién homomorfica
a : State\~(AP) — State\-(AP’). Se tiene entonces que la terna (State\—, 7, u) es una
moénada, donde 1 : Idgey = State\— y p : State\— o State\—~ = State\— son transformacio-
nes naturales tales que nap(p) = p y u “desenvuelve” una férmula en sus proposiciones
atomicas bdsicas.

Nuestra categoria de signaturas serd Setsiate\ -, la categoria de Kleisli de la ménada. Sus
objetos son simplemente conjuntos y las flechas AP — AP’ son funciones o : AP —
State\—(AP’). Con estos datos podemos ya definir la deseada institucién.

Definicién 6.2 La institucion de estructuras de Kripke, Tk = (Signy, senk, Modg, =), viene
dada por:

e Signy = Setge\ -



6.4. INSTITUCIONES DE LA LOGICA TEMPORAL 171

e senk es el funtor que lleva cada conjunto AP al conjunto State\—(AP) y cada funcién
a : AP — State\—(AP’) a su extension homomérfica o : State\—(AP) — State\—(AP’).

e Modk : Setstate\ —> CatP viene dada por Modk(AP) = KSimyp y, para a : AP —
AP’ en Setsiate\~, por Modk (a)(A) = Al, y Modk(a)(H) = H.

o La relacion de satisfaccién se define como A k= ¢ si y solo si A,a k= ¢ para todo a € A.
Proposicién 6.5 Ik es una institucion.

Demostracién. Es un ejercicio rutinario comprobar que los llamados funtores efectivamente
lo son. Por ejemplo, vamos a comprobar que Modk estd bien definido. Dada a : AP —
AP’, Modx () es un funtor. Esta bien definido sobre los objetos y preserva las identidades
y la composicién: tan solo tenemos que ver si Modgk(a)(H) : Al, — Bl, es una AP-
simulacién siempre que H : A — B sea una AP’-simulacién. Como los sistemas de
transiciones no han cambiado, Modk(«)(H) preserva la relacién de transiciéon. Ahora,
siaHb y p € Lg, (b) se tiene por definiciéon que B,b E a(p) y, por la proposicién 5.2,
A,a E a(p), lo que de nuevo por definicion implica que p € Lg, (a) como se pedia.
Asi, Modk esté bien definido tanto sobre los objetos como sobre las flechas. Claramente
preserva las identidades por lo que tan solo resta demostrar que preserva la composicién,
para lo que resulta suficiente con mostrar que dadas dos flechas a : AP — AP’y
B : AP’ — AP”,y una estructura de Kripke A sobre AP”, se tiene Agox = (Alp)la- La
igualdad se cumple al nivel de los sistemas de transiciones de manera inmediata. Para la
funcién de etiquetado, p € L, (a) siy solo si A,a B(a(p)) (por definicién) si y solo si
Alg E a(p) (por la proposicién 5.1) si y solo si p € Ly, (a) (por definicion). Y el lema de
satisfaccion se sigue de la proposicion 5.1. ]

De manera andloga podriamos pensar en definir una institucién que correspondiera
a las estructuras de Kripke y las simulaciones estrictas. Sin embargo, tal y como ya
ocurria en la seccién 5.1, el hecho de que a pueda aplicar una proposiciéon atémica en
una férmula de estado arbitraria hace que esto no sea posible. El problema ahora no es
que las simulaciones estrictas no se puedan componer, sino que el funtor de modelos
putativo no es tal: el reducto de una simulacién estricta no tiene por qué ser estricta. Para
verlo basta con considerar la funcién a y la AP-simulacién g del ejemplo de la pagina 113;
g es estricta pero gl, no lo es. También de manera andloga a como sucedié en casos
anteriores, para solucionar el problema y conseguir una institucién para las simulaciones
estrictas serfa suficiente con restringir los morfismos de signatura a funciones de la forma
a : AP —> Bool(AP).

Notese que la categoria KSim se puede obtener por medio de la construccién de Grot-
hendieck. En realidad, KSim no es nada mas que la categoria de Grothendieck asociada
a la categoria indexada Modk. (Lo mismo ocurriria para las simulaciones estrictas si
trabajdramos con las funciones « restringidas.) De manera similar, las categorias KMap
y KBSim también se pueden obtener modificando Modk de manera que aplique AP en
KMap ,, y KBSimyp, respectivamente.

Naturalmente, existen resultados analogos para el caso de las simulaciones tartamu-
das. Ahora el funtor utilizado para definir la categoria de Kleisli es State\{—, X}, que lleva
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AP al conjunto de férmulas de estado State\{—, X}(AP) (y Bool en el caso estricto). El funtor
de modelos asigna al conjunto de proposiciones atémicas AP la correspondiente categoria
de AP-simulaciones tartamudas, KSSim 4p.

Las instituciones que acabamos de presentar hacen uso de la nocién de morfismo de
signaturas més general que es compatible con el hecho de que ciertas férmulas temporales
sean reflejadas. Pero precisamente por esta generalidad, la propiedad de exactitud no se
cumple en ellas. Para verlo, es suficiente con considerar un conjunto de proposiciones
atomicas AP = {p,q} y morfismos de signaturas aj,as : AP — State\—=(AP) tales que
ai(p) = pAqy axip) = pV q. Entonces, para cualesquiera morfismos de signaturas
B1,p2 : AP — State\—(AP’), se tiene (8 o a1)(p) = P1(p) A B1(q), que es distinto de (B o
a2)(p) = P2(p) V P2(q). Esto demuestra que Signy, no tiene sumas amalgamadas. Sin
embargo podemos lograr que ello suceda, aunque para hacerlo hemos de imponer que los
morfismos de signaturas se restrinjan a aplicar proposiciones atémicas en proposiciones
atomicas; esta vez no seria suficiente con imponer que los morfismos devolvieran valores
en Bool(AP).

Proposicién 6.6 Sea I obtenida a partir de la institucion I'x reemplazando Setstate\~ por Set
como la categoria de signaturas. Entonces se tiene que I es una institucion semiexacta.

Demostracion. Que I es una institucion es inmediato y como la categorfa de signaturas es
Set sabemos que tiene sumas amalgamadas. Por lo tanto, nos queda la tarea de comprobar
que aquellas son transformadas en productos fibrados (pullbacks) por el funtor de los
modelos. Sea la suma amalgamada

AP, &2 AP,
aq B2

p1 _
AP AP3 = (AP W AP,)/ =

donde = es la menor relacién de equivalencia sobre la unién disjunta AP; W AP, que
satisface a1(p) = a2(p), y p1 y P2 llevan cada elemento a su clase de equivalencia. Para
ver que es transformada en un producto fibrado, consideremos F; : C — KSimgp, y
F; : C — KSimyp, funtores tales que _|o, o F1 = _|4, o F>; tenemos que encontrar un funtor
tnico F : C — KSimyp, tal que g, oF =F1y g, o F = F>.

SeacunobjetoenCy f : c — ¢’ una flecha, con F1(c) = Ay F(c) = B. De la hipétesis
sesigue que A esiguala B, — g esiguala —gy F1(f) esigual a Fo(f). Esto nos lleva a definir
F(c) = (A, =4, Lr) y F(f) = Fi(f), donde decidimos elegir la funcion de etiquetado como
Ly = p1(La) U f2(Lg). Es inmediato comprobar que F(f) es una AP3-simulacién, por lo
que F estd bien definido, y es un funtor porque F; (o F») lo es.

Nos queda tan solo comprobar que F satisface la condicién de conmutatividad y
demostrar que es el tnico funtor que lo hace. Para la primera parte, nétese que por
definicién de suma amalgamada no es posible tener dos proposiciones p y p’ en AP; tales
que Bi1(p) = p1(P’) y p € La(a) pero p” ¢ La(a) (una demostraciéon detallada procederia
por induccién sobre la definicién de =). Usararemos esta propiedad para mostrar que
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F(c)lg; = F1(c). Ya sabemos que sus objetos y las relaciones de transicién son las mismas;
en cuanto a las proposiciones atémicas:

p € Lry, (@) &= F(o),aE pilp) &= Pi1(p) € Lp(@) &= p € L, ¢(@),

donde hemos utilizado la propiedad anterior para probar la dltima implicacién hacia la
derecha. El resultado para F; es simétrico. La unicidad se sigue de las definiciones de los
funtores y las equivalencias previas. O

El mismo resultado se aplica a toda la familia de instituciones descrita mds arriba;
en particular, a las construcciones comentadas para las simulaciones estrictas. Sefialemos
también que ni siquiera estas instituciones restringidas, en las que los morfismos de
signaturas solo pueden devolver proposiciones, son liberales. Sin embargo, los funtores
de olvido Mod(«) tienen adjunto por la izquierda para todo morfismo de signaturas
a, que aplique cada estructura de Kripke A en A" = (A, >4, La), con Lg-(a) = {g |
sip es tal que a(p) = g, entonces p € L#(a)}, y cada simulacién en si misma.

6.5 Productos

Proposicién 6.7 Para todos los conjuntos de proposiciones atémicas AP, la categoria KMap 4p
tiene productos finitos.

Demostracién. Dadas dos estructuras de Kripke A y B, definimos A X B = (A X B, = axs,
Laxg), donde (a,b) = axg (@’,b")siysolosia >z a"yb —g V', y Laxg(a,b) = La(a)ULg(b),
con las proyecciones habituales tg : AX B — Ay ng : AX B — B. Larelacion — zxz
es total de manera que A X B estd bien definida y es inmediato comprobar que 4 y g
son AP-morfismos.

Ahora,sif : C — Ay g : C — Bson AP-morfismos, la tinica flecha(f, g) : C — AXx
Btalque ngo(f,g) = f yngo(f, g = g viene dada por (f, g)(c) = (f(c), g(c)). La unicidad
estd clara; tenemos que comprobar que (f, g) es realmente un AP-morfismo. Si se tiene
que ¢ —¢ ¢’ entonces f(c) =4 f(c’)y g(c) =g g(c’), y por lo tanto (f, g)(c) = axs {f, ().

Y sip € Laxs({f, $)(c)) sesigue quep € La(f(c)) op € Lg(g(c)): en cualquier caso, p € L¢(c).
Od

Esta construccién es lo que en ocasiones se llama en la literatura el producto sincrono
de estructuras de Kripke. No6tese que esta construcciéon se puede extender a productos
infinitos de la forma esperada y que, como la estructura de Kripke con un tinico estado
*y transicion * — *, y etiquetado L(+) = 0 es un objeto final en la categoria, resulta que
KMap ,, tiene productos arbitrarios.

Este resultado sigue siendo cierto para la categoria de AP-morfismos estrictos, pero la
construccion es ligeramente mas complicada. El objeto final en KMapISﬁJ es (P(AP), P(AP)x
P(AP), idpap)). La construccion de productos finitos se detalla en la demostracion de la
siguiente proposicion.

str

Proposicién 6.8 Para todos los conjuntos de proposiciones atomicas AP, la categoria KMap®,

tiene productos finitos.
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Demostracion. Dadas dos estructuras de Kripke Ay B, sea A X B la estructura de Kripke
definida en la demostracién de la proposicién 6.7. Definamos ahora

Path(A x B)~ = {n € Path(A x B) | para todo i, La(rta(n(i))) = Lg(ng(n(i)))}.
Entonces, si
D = {(a,b) | existe m € Path(A x B)~ ei € N tales que (4, b) = n(7)},

el producto de Ay B en I(Mapf’qtlr) viene dado por A X% B = (D, - axslp2, Laxslp) con
las proyecciones esperadas. Por construccién, — #xglp2 es total. Notese que para AP-
morfismos arbitrarios f : C — Ay ¢ : C — B, la funcion (f, ¢) : C —> A x5t B estd bien
definida. Para cada c € C, sea 7w un camino con 71(0) = ¢ (debe existir porque —¢ es total).
Como tanto f como g son estrictos, La(f(n(i))) = Lg(g(1(7))) y el camino

(f(1(0)), g(1(0))) = axg (f(1(1)), 8(n(1))) = axs -+

pertenece a Path(A x B)~; asi, (f(c), g(c)) € D. Y (f, g) es claramente estricto. O

Es interesante sefialar que en algunos casos podemos tener A X% B = () aunque ni A
ni B sean vacios, pero eso solo significa que la #inica estructura de Kripke C desde la que
existen AP-morfismos tanto hacia A como hacia 8 es la estructura vacia. Notemos también
que la construccién se puede extender a productos infinitos en la manera esperada.

Si miramos qué ocurre cuando consideramos AP-simulaciones en lugar de solo mor-
fismos, resulta que en KSim,4p también existen productos finitos aunque su definicién es
bastante distinta de las anteriores.

Proposicién 6.9 Para todos los conjuntos de proposiciones atémicas AP, la categoria KSimyp
tiene productos finitos.

Demostracién. Definimos el producto de Ay Bcomo AX B =(AYUB, -4 ¥ —g, Laxa),
donde Laxs(x) es La(x) six € A o Lg(x) si x € B, con proyecciones I14 y Ilg definidas
mediante all#a para todo a € A y bllgb para todo b € B. Entonces, para AP-simulaciones
F:C— Ay G:C — B, latinica AP-simulacion (F, G) estd definida por ¢(F, G)a siy
solo si cFa, y c(F, G)b si y solo si cGb. O

De nuevo, la construccién que se acaba de describir se puede extender a familias
arbitrarias de estructuras de Kripke y como la estructura de Kripke vacia es un objeto
final de manera trivial, la categoria KSim,4p tiene productos arbitrarios.

Finalmente, y a diferencia de lo que hemos visto en todos los casos anteriores, en
la categoria KSMap ,, de AP-simulaciones tartamudas no existen productos en general.
Para verlo, consideremos las estructuras de Kripke A y 8 determinadas respectivamente
por las relaciones de transicién a1 —# a —># ---y by =g b —g --+y con funciones de
etiquetado vacias. Consideremos ahora una tercera estructura C dada porc; —¢ c2 —¢ -+,
y la AP-simulacién tartamuda f : C — A tal que f(c1) = a1, f(c24) = 2ix1 Y f(Covit1) = i1
parai > 1,y g: C — Btalque g(cp.i+1) = 4i+1 Y §(C24i+2) = ai41 parai > 0. Supongamos que
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D fuera el producto de Ay B con proyecciones may 1ig,y sead; —p dy —p --- el camino
en D que (f, g)-encaja con el camino en C que comienza en cy. Tenemos (f, g)(c1) = dj,
na(d1) = a1 y ng(d1) = by. Ahora, (f, g)(c2) debe ser igual a d; o a d. Pero la primera
alternativa no se puede cumplir porque se tendria que ma({f, g)(c2)) # f(c2); por lo
tanto (f, g)(c2) = da, y ma(d2) y ig(dz) tienen que ser ay y by, respectivamente. Y hemos
terminado, porque si intercambiamos las definiciones de f y ¢ el mismo argumento
conduce a que 1 #(d1) = g(d2) = a1, lo que supone una contradiccién.

6.6 Coproductos

Todas las categorias mencionadas en la seccién anterior tienen coproductos y su
definicién es la misma en todos los casos. Aqui presentamos los detalles para KSimp.

Proposicion 6.10 Para todos los conjuntos de proposiciones atémicas AP, la categoria KSimy4p
tiene coproductos finitos.

Demostracién. Dadas dos estructuras de Kripke Ay B, definimos A+ B como (AWB, -4
W —g, La.g), donde La,g(x) es La(x) six € A o Lg(x) si x € B, y con inclusiones Iz y Ig
definidas mediante al#a para todo a € Ay blgb para todo b € B. A + B estd claramente
bien definida y resulta trivial comprobar que I y Ig son AP-simulaciones. Ahora, para
F: A— CyG: 8 — C AP-simulaciones arbitrarias, definimos [F, G] : A + 8 mediante
a[F,G]c si y solo si aFc, y b[F,G]c si y solo si bGc. Se comprueba facilmente que [F, G]
asi definida es la tinica AP-simulacién que satisface I4 o [F,G] y Ig o [F, G]. O

Notese que la estructura de Kripke A + B es la misma que la estructura de Kripke
A X B de la proposiciéon 6.9 y que la construccién también se puede aplicar a familias
infinitas. El objeto inicial corresponde a la estructura de Kripke vacia.

6.7 Igualadores

Proposicién 6.11 Para todos los conjuntos de proposiciones atémicas AP, la categoria KMap 4p
tiene igualadores.

Demostracién. Sean f, g : A — B dos AP-morfismos y definamos
Path(A);, = {r € Path(A) | for = gom}.
Entonces, si
E={ae A|existenT € Path(ﬂ)f,g ei € N tales que a = m(7)},

el igualador de f y g viene dado por la estructura de Kripke & = (E, = 4lg2, Lale) y la
inclusién e : & — A. Por definicién, la relacién —¢ es total con lo que & es una estructura
de Kripke bien definida; e es trivialmente un AP-morfismo (estricto). Supongamos ahora
que h : D — A es un AP-morfismo tal que f oh = goh, y definamos m : O — &
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mediante m(d) = h(d). Obviamente f(h(d)) = g(h(d)) y, como — p es total, existe un camino
n en D tal que (0) = d: su imagen por & pertenece a Path(A)¢, y por lo tanto h(d) € E
y m estd bien definido. Es claro que m es tinico y que 1 = e o m. Finalmente, m es un
AP-morfismo: sid —p d’ entonces h(d) — 4 h(d") y por definicién de m y — ¢ se tiene que
m(d) —g m(d"); y sip € Lg(m(d)) entonces p € La(h(d)) de donde se sigue que p € Lp(d). O

Es facil comprobar que la misma construccién también devuelve igualadores en las
categorias KMap’;, and KSMap ,,. En cuanto a KSim4p, por el momento no hemos sido

capaces de demostrar o refutar la existencia en general de igualadores.

6.8 Coigualadores

Proposicién 6.12 Para todos los conjuntos de proposiciones atémicas AP, la categoria KMap 4
tiene coigualadores.

Demostracién. Supongamos que f, g : A — B son AP-simulaciones y definamos = como
la menor relacién de equivalencia sobre B que contiene {(f(a), g(a)) | a € A}. Entonces el
coigualador de f y g viene dado por la estructura de Kripke cociente /=y la proyecciéon
c: B — B/= Para verlo, sea h : B — D un AP-morfismo tal que ho f = hog;
podemos definir m : 8/= — D mediante m([b]) = h(b) donde h = m o c. Ahora tenemos
que comprobar que m esta bien definido y que es un AP-morfismo. La primera parte se
prueba mostrando que si b; = by entonces h(b;) = h(by), por induccién sobre la definicién
de =. El caso base corresponde a f(a) = g(a), y por hipétesis se tiene que h(f(a)) = h(g(a)).
Y es inmediato darse cuenta de que el resultado también se cumple para b = b, para
by = by si se cumple para by = by, y para by = b3 si se cumple para by = by y by = bz. Para
la segunda parte, si [b1] —g/= [b2] debe de tenerse b] —g b), para algtn b} = by y b} = bs
con lo que h(b]) —p h(b)). Y sip € Lp(m([b])) entonces p € Lg(b’) para todo b’ € [b] y por
lo tanto p € Lg/=([b]). O

De nuevo, esta construccién también se puede realizar en la categoria KMapi{lﬂ, pero
no sabemos lo que ocurre ni en KSim/p ni en KSMap .

6.9 Epis y monos

En esta seccién caracterizamos las clases de AP-simulaciones que corresponden a los
epimorfismos y monomorfismos (regulares).

str

Proposicién 6.13 Una flecha en KMap ,»,, KMap®;, 0 KSMap ,;, es un epimorfismo si y solo
si es una funcion sobreyectiva.

Demostracion. Supongamos que f : A — B es sobreyectiva. Tenemos quesigo f =ho f

entonces debe tenerse ¢ = h, de donde se sigue que f es epi porque el rango de f es B.
En la otra direccién, supongamos ahora que f es un epimorfismo. Si f no fuera

sobreyectiva existiria un elemento b € B que no estaria en la imagen de f. Definimos una
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estructura de Kripke 8’ que es como 8 pero con b sustituida por b; y by con el mismo
valor para la funcién de etiquetado que b y tales que b; —g b’ siysolob =g b’ yb' —g b;
siysolosib’ —gb. Ahora, si g: B8 — B’ lleva b a by y los demés elementos a si mismos,
ysih: B — B llevaba b y es la identidad para el resto de elementos, tenemos que
gy h son AP-morfismos (estrictos/tartamudos) bien definidos, go f = h o f, pero g # h:
contradiciendo la hipétesis de que f fuera un epimorfismo. ]

str

Proposicién 6.14 Una flecha en KMap 4p, KMap$ ,

si es inyectiva sobre caminos.

0 KSMap ,, es un monomorfismo si y solo

Demostraciéon. Supongamos que f : A —> B es inyectiva sobre caminos, es decir, la
funcién f que va de Path(A) en Path($B) definida mediante f(r) = f o  es inyectiva. Sean
g h : C — Aflechas tales que f o g = foh,c € Cy mun camino que empiece en c: se
tiene que f(g(n)) = f(h(m)) de donde se sigue que g(n) = h(m) y por lo tanto g(c) = h(c).
En el otro sentido, supongamos que f es mono pero que existen caminos 7 y n’
en A tales que f(n) = f(n’) y m # n’. Definamos una estructura de Kripke C con un
tnico camino ¢; —¢ ¢ —¢ -+ y con funcién de etiquetado Le(c;) = La(m(i)) U La(r’(i)).
Entonces, si g, : C — A se definen mediante f(c;) = nt(i) y g(c;) = (i), se tiene que gy
h son AP-morfismos por construccién (y estrictos, si f loes)con fog= fohyg#h,lo
que supone una contradiccién. |

La caracterizacion de los monomorfismos regulares resulta ahora inmediata.
Proposicién 6.15 Una flecha f : A —> Bes mono regular en las categorias KMap , p,, KMap$,,
o KSMap ,p si y solo si f es inyectiva, La(a) = Lg(f(a)) para todoa € A,y a —# a’ si y solo si

f(a) =g f(a’).

Demostracién. La implicacién de izquierda a derecha se sigue de la construcciéon en la
demostracién de la proposicién 6.11.

En el otro sentido, sea C la estructura de Kripke obtenida a partir de 8 partiendo
cada estado b en by y by, con funcién de etiquetado L¢(b1) = Le(b2) = Lg(b) y transiciones
b; —¢ b;. si y solo si b —g b’. Ahora, definamos f,g : 8 — B’ mediante g(b) = by y
h(b) = by sib € f(A) y h(b) = by en caso contrario: f y g asi definidas son AP-morfismos
(estrictos) y, como f(A) es una subestructura de Kripke de B isomorfa a A debido a las
suposiciones, se comprueba facilmente que el resultado de la construccién del igualador
en la proposiciéon 6.11 es (isomorfo a) f. O

Existe también una caracterizacién de los epimorfismos regulares, bastante mas com-
plicada, que se describe en la demostracién de la siguiente proposicion.
Proposicién 6.16 Una flecha f : A — Bes epi regular en las categorias KMap , , 0 KMap,,
si y solo si:

1. f(a) = f(a’) implica que existen caminos 1 y 7 tales que 7(0) = a, ’(0) = a’ y f(n) =

f();
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2. sib —g b entonces existen a,a’ € A que verifican f(a) = b, f(a’) =b' ya -z a’;

3. para todo b se cumple Lg(b) = ﬂf(a):b La(a).

Demostracién. La implicacién de izquierda a derecha se sigue de la proposicién 6.12; el
punto (2) se demuestra por induccién sobre =.

En el otro sentido, definimos una estructura de Kripke C y dos AP-morfismos g,/ :
C — A como sigue. Para cada par de estados a,a’ tales que f(a) = f(a’) consideremos los
caminos 7ty 7’ que (1) nos facilita. Ahora, anadimos a C un nuevo camino p que verifique
8(p(®)) = (i) y h(p(i)) = ' (i). Entonces, si aplicamos la construccién en la proposicién 6.12
que devuelve el coigualador de g y h utilizando una estructura de Kripke cociente A/=,
el resultado que se obtiene es, por los puntos (2) y (3), isomorfoa f : A — B. O

6.10 Factorizaciones

str

Proposicién 6.17 KMap ,,, KMap®,, v KSMap ,,, son categorias (epi, mono regular).

Demostracién. Sea f : A — B una flecha en alguna de estas categorias y denotemos por
f(A) la estructura de Kripke (f(A), =g |), Lslf4))- Definimos entonces e : A —> f(A)
a partir de f simplemente tomando el conjunto f(A) como su imagen, y m : f(A) — B
como la inclusién obvia: (e, m) es la tinica factorizacién (epi, mono regular) de f (salvo
isomorfismo).

Por las proposiciones 6.13 y 6.15, e y m son ciertamente epi y mono regular, respectiva-
mente. Supongamos ahora quee’ : A — C, m’ : C — B es otra factorizacién (epi, mono
regular) de f. Definimos g : f(A) — C como g(b) = ¢’(a) donde e(a) = b (recordemos
que e es sobreyectiva) y h : C — f(A) mediante h(c) = e(a) donde ¢’(a) = c. Compro-
bemos que estan bien definidos. Si e(a) = e(a’) entonces m(e(a)) = m(e(a’)) y por lo tanto
m’(e’(a)) = m’(e’(a’)); ahora, como m’" es mono regular, ¢’(a) = ¢’(a’) y g estd bien definido,
y de manera analoga tenemos lo mismo para /. También es claro que cada uno es inverso
del otroy que goe = ¢ y m’ o g, por lo que tan solo nos queda por comprobar que son
simulaciones; aqui damos los argumentos para g: los necesarios para h son simétricos. Si
b = b', donde e(a) = by e(a’) = b’, entonces m(e(a)) —g m(e(a’)) o, de manera equi-
valente, m’(e’(a)) —g m’(e’(a")) y por lo tanto, como m’ es mono regular, ¢’(a) —g €'(a’)
y se tiene que g(a) — ¢a) g(@’). En el caso de las simulaciones tartamudas, un camino
1t en f(A) se convierte en un camino m () en B que m’-encaja con p en C; este mismo p
también h-encaja con 7. Finalmente,

Lg(e(a))
Lg(m(e(a)))
Lg(m’ (¢’ (a)))
Le(e'(a)

= Le(g(b)

La primera igualdad asume que b = e(a) y la segunda y la cuarta se satisfacen porque m
y m’ son monos regulares. 0

Ly (b)
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Aunque no tenemos ningtin contraejemplo, creemos que en general no existen fac-
torizaciones (epi regular, mono). Sin embargo cuando las hay son tinicas: para probarlo
basta con aplicar un argumento similar al de las factorizaciones (epi, mono regular).






Capitulo 7

Un prototipo para la abstraccion de
predicados

A'lo largo de buena parte de esta tesis, el hilo conductor que ha venido guiando todo
su desarrollo podria resumirse en tres puntos fundamentales:

e que la légica de reescritura ofrece un marco muy flexible para la especificacior de
sistemas concurrentes;

e que el disefio de tales sistemas es complicado y tendente a errores; y

e que para abordar la inevitable tarea de comprobar que el sistema satisface las pro-
piedades deseadas una posible alternativa consiste en el uso de abstracciones.

Enlos capitulos 4y 5, y de forma algo mds abstracta en el capitulo 6, se ha desarrollado
toda una teoria sobre la especificacién de sistemas en légica de reescritura, su relaciéon
con las estructuras de Kripke y la representacion de simulaciones. Sin embargo todo este
desarrollo exige todavia bastante esfuerzo por parte del usuario a la hora de llevarlo a
la préctica. Aunque este es menor en el caso de las abstracciones ecuacionales, donde las
abstracciones son correctas por construccién y solo hay que comprobar que los requisitos
de ejecutabilidad se satisfacen, en el caso de las simulaciones generales del capitulo 5 es
el usuario quien tiene que hacer todo el trabajo de definir la simulacién y comprobar que
es correcta. Ciertamente este enfoque es el mas flexible y potente posible, pero en muchas
ocasiones uno cederia alegremente parte de esa flexibilidad y potencia a cambio de un
mayor automatismo que signifique menos trabajo por nuestra parte.

El objetivo de este capitulo es el dar al menos los primeros pasos para tratar de
satisfacer tales deseos. Para ello se va a considerar la técnica de abstraccion mas popular,
la abstraccién de predicados, y se va a describir un prototipo que la implementa en el lenguaje
Maude.

181
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7.1 ;Qué es la abstracciéon de predicados?

Recordemos que en la secciéon 5.7 se presentd la abstracciéon de predicados como
ejemplo para ilustrar el uso de morfismos teoroidales en la descripcion de simulaciones.
Ya alli se dijo que la especificacién resultante no seria ejecutable en general y que, para
conseguir una que si lo fuera, el enfoque seguido por muchos investigadores era construir
una aproximacién més sencilla de computar. En las siguientes secciones describiremos
cémo el computo de una de esas aproximaciones ha sido implementado en Maude; en la
presente nos limitaremos a repasar y echar un vistazo algo més detallado a la técnica en
cuestion.

La abstracciéon de predicados es una técnica para computar automéaticamente abs-
tracciones finitas de sistemas complejos. Dado un sistema de transiciones con estados
a,b,c,..., pertenecientes a un conjunto S y con transiciones dadas por una relacién de
transicion — CS X S, una abstraccion de predicados queda definida por un conjunto de
predicados ¢y, ..., ¢, sobre los estados, de la siguiente forma:

e El conjunto de estados del sistema abstracto es el conjunto de n-tuplas de valores
booleanos, donde 7 es el nimero de predicados.

e Cada estado concreto a es aplicado en la tupla a(a) = (P1(a), ..., Pu(a)).

La relacién de transicién en el sistema abstracto queda entonces determinada en la
manera estandar (definicién 4.5):

o Existe una transicién desde el estado abstracto (by,...,b,) a (b},...,b;,) siy solo si
hay estados concretos a y b tales que a(a) = (by,...,by), a(b) =b’,...,b,) ya —b.

Computar el estado abstracto asociado a uno concreto a, aunque puede depender
de la complejidad de los predicados, suele ser inmediato. Es en la computacién de la
relacién de transicion abstracta donde el reside la dificultad, puesto que saber si podemos
dar un tnico paso requiere potencialmente inspeccionar un ntimero infinito de estados
concretos.

En la préctica existen dos enfoques para la construcciéon de la relaciéon de transicion
del sistema abstracto. En la primera de ellas, que es la que nosotros seguiremos, cada
predicado o regla (dependiendo de la l6gica que se haya usado para especificar el sistema)
que interviene en la definicién de la relacién de transicién es directamente transformado
en un predicado o regla diferente que a su vez formara parte de la definicién de la
relacién de transicién en el sistema abstracto. Esta relacién normalmente no coincide con
la relacién de transicion abstracta tal y como se ha definido mds arriba, pero se trata de una
aproximacién suficientemente buena. En la segunda aproximacién, llamada abstraccién
de predicados implicita en Das (2003), el sistema de transiciones abstracto no es computado
explicitamente; en su lugar, se abstrae el estado inicial y todos los estados alcanzables
desde él son computados.
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7.2 ¢(CoOmo se abstraen las reglas?

Para ilustrar el funcionamiento del método, y el de la abstraccién de predicados en
general, vamos a utilizar el siguiente ejemplo adaptado de la tesis de Das (2003):

mod SD-EXAMPLE is
protecting NAT .

sort Config .
subsort Nat < Config .

op init : -> Config .
eq init = 0 .

var N : Nat .

crl N => s(N) if (N < 10) = true .
rl N=>N% 2 .
rl s(s(N)) => N .

endm

Este médulo especifica un sistema con los nlimeros naturales como conjunto de esta-
dos y con un ntimero infinito de estados alcanzables a partir del inicial. (El tipo Configy
el operador init son necesarios porque la herramienta que describimos en este capitulo
asume que estos son los nombres del tipo de los estados y del estado inicial, respectiva-
mente.) Precisamente esta infinitud es la que impide utilizar la comprobacién de modelos
para demostrar que, digamos 151, no es alcanzable desde 0. La alternativa es computar
una abstraccién de predicados del sistema a la que si se pueda aplicar un comprobador
de modelos.

Aunque no existen unas normas fijas que seguir a la hora de decidir qué predicados
utilizar para crear el sistema abstracto, si que es habitual incluir al menos todos los que se
han utilizado en la especificacién (o al menos aquellos que parezcan mds relevantes entre
ellos). Del mismo modo, habrd que incluir predicados relacionados con la propiedad
que se quiera demostrar. Ciertamente, esta “metodologia” no es muy precisa y cada
caso concreto debe tratarse de manera particular: nosotros vamos a intentar iluminar su
aplicacién a través de los ejemplos de este capitulo.

Los predicados que se van a usar para abstraer el médulo SD-EXAMPLE son:
o ¢1(n) & n<10.
e (r(n) & nespar.

¢1 es una ligera modificacién de la condicion de la primera regla, que preferimos porque
da lugar a un sistema abstracto mds preciso. Si un estado satisface ¢; lo seguiré satisfa-
ciendo después de aplicarle esta regla; en cambio, si hubiésemos utilizado directamente la
condicién nos encontrarfamos con que seria posible tanto que el estado resultante lo satis-
faciera como que no, lo que introduciria mds indeterminismo en el sistema abstracto. Al
predicado ¢, llegamos a partir de la “condicién” (en forma de patrén) de la tercera regla.
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Utilizado en conjuncién con ¢, nos permitiria probar la propiedad deseada si fuéramos
capaces de demostrar que al menos uno de ellos es cierto en todo momento. De esta
manera, el conjunto de estados abstractos estd formado por los cuatro pares ordenados
de valores booleanos y el estado inicial 0 se convierte en (true, true).

Para construir la relacién de transiciéon del sistema abstracto consideremos la pri-
mera regla del médulo SD-EXAMPLE. Vamos a describir su abstraccién por medio de un
predicado A(by, bz, b7, b)) que determine los pasos de transicién

(by, ba) — (b3, b5)

4
2
Por su condicién, si la primera regla se puede aplicar a un niimero n entonces ¢1(n)

debe ser cierto. Esto significa que el predicado abstracto A tiene que ser de la forma

siy solo si A(by, by, bi, b)) es cierto.

/\(bll bZr bi/bé) = bl A /\,(bll bZ/ bi/ bé) .

Igualmente, el nimero n + 1 resultante también satisface ¢; (recuérdese la discusion
anterior para elegir n < 10 en vez de n < 10) y con esta informacién A puede ser refinado
en

A(b1, by, b, b5) = by AbY AN (b1, b2, b7, b7).

El mismo argumento no funciona con ¢,. Sin embargo, nos podemos dar cuenta de que
si la regla se aplica a un namero n que satisface ¢, entonces el niimero n + 1 resultante
siempre satisface la negacién de ¢,; anadlogamente, si 1 satisface la negacién de ¢, se tiene
que n + 1 satisface ¢,. Con esto tenemos un predicado

/\(bl,bz, bi, bé) =b; A bi A (bz - ﬂbé) A (—Ibz e bé) A Am(bl,bz, bi,bé) .

Aparte de estas, y las que se derivan l6gicamente de ellas como —b; — b7, no existen mas
relaciones entre las variables booleanas que definen A; su valor final es por lo tanto

Ab1, by, b, ) = by AV, A (by = =b)) A (=by — b)) A
(=b1 = b)) A (b1 — =b)) A (b2 — b)) A (=ba — b))

Obviamente, las cuatro dltimas conjunciones son innecesarias y se podrian eliminar para
simplificar A.

Se sigue el mismo procedimiento para construir los predicados abstractos correspon-
dientes a las demads reglas. Para la tercera, por ejemplo, resulta que ni ¢; ni ¢, son en
general ciertos ni para s(s(7)) ni para el nimero n al que se reescribe. S5 se cumple, sin
embargo, que si s(s(11)) es menor o igual que 10 entonces n también lo es, con lo que un
primer refinamiento de la abstraccién A seria

A(b, by, ), by) = by — bl A A (by, bo, b, b)) .

Se tiene también que si ¢, se cumple para s(s(n)), es decir, si s(s(n)) es par, entonces ¢,
también es cierto en 1, y viceversa. Como no existen més relaciones entre las variables,
finalmente se tiene:

A(by, ba, b, b)) = by — bl A by — by A (mby — —b)) .
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La especificacion completa en Maude del sistema abstracto aparece en la pagina 186.

En realidad, las tinicas expresiones booleanas que se comprueban al realizar una
abstraccion con n predicados son las incluidas en B, B’ y B — B’, donde B = {b;, =b;}1<i<n,
B’ ={b},~b’h<i<n y B> B" = {x = x’ | x € B,x’ € B’}. El algoritmo concreto tal y como lo
implementa la herramienta que proponemos es el descrito en Colén y Uribe (1998), donde
estas expresiones se llaman puntos de prueba (test points). No vamos a dar aqui los detalles
de su funcionamiento porque no son necesarios para lo que sigue y esperamos que la idea
fundamental haya quedado clara con el ejemplo; una discusion detallada, ademéds de en
la referencia anterior, también se puede encontrar en la tesis de Uribe (1998).

7.3 Uso de la herramienta

El propésito de esta seccion es presentar, tanto a nivel de uso como de implementacion,
una herramienta que computa abstracciones de predicados en Maude. Una descripcién a
alto nivel de su funcionamiento seria:

1. Escribir el médulo con la especificacion del sistema en el que se esta interesado.

2. Extender el médulo con los predicados que se vayan a utilizar para la abstraccién y
cargarlo en la base de datos de Maude.

3. Cargar el fichero pa-prototype.maude en el que estd escrita la herramienta. Este
modulo importa a su vez los ficheros model-checher.maude y xitp-tool.maude,
que deben estar por tanto presentes en el directorio actual.

4. Ejecutar alguna de las funciones computeAbsModule, abstractionGround o bien
abstractionGen, para obtener una de las tres posibles representaciones del médulo
abstracto.

7.3.1 Abstraccién de predicados en Maude

En su condicién actual, la herramienta asume una serie de requisitos sobre el médulo
del que se va a calcular su abstraccién:

1. El tipo de los estados es Config.

2. Hay un estado inicial que se llama init.

3. Los predicados que definen la abstraccién estdn incluidos en el mismo médulo.
4

. El médulo es [Config]-encapsulado y las condiciones de sus reglas solo contienen
ecuaciones.

Es previsible que, exceptuando la tdltima, estas restricciones se eliminen en un futuro
cercano.

Continuando con nuestro ejemplo, tenemos que extender el médulo SD-EXAMPLE con

la especificacion de los dos predicados, que a su vez hacen uso de un operador auxiliar
que comprueba si un namero natural es par o impar.
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--- Predicados utilizados en la abstraccion y sus funciones auxiliares.

ops phil phi2 : Config -> Bool .
op isEven? : Nat -> Bool .

eq phil(N)
eq phi2(N)

(N <= 10)
isEven?(N)

eq isEven?(®) = true .
eq isEven?(s(N)) = not(isEven?(N))

Para demostrar las implicaciones necesarias para construir el predicado abstracto,
la herramienta invoca al ITP. Como con todos los demostradores de teoremas, podria
ocurrir que una determinada férmula sea vélida pero que sin embargo el ITP no llegue a
demostrarla. En realidad esta situacién es frecuente y produce como resultado predicados
abstractos menos precisos, al no ser descubiertas algunas de las relaciones entre las varia-
bles booleanas. Pero en general el ITP realiza un trabajo aceptable y en ocasiones cuando
falla se le puede ayudar introduciendo ecuaciones adicionales. De hecho esta situaciéon
se produce en nuestro ejemplo, donde resulta necesario afiadir la siguiente ecuacién en
la especificacion del predicado isEven? para que el sistema abstracto calculado sea lo
suficientemente preciso como para permitir probar la propiedad deseada:

eq isEven?(N * 2) = true . --- redundante, pero necesaria para el ITP

Una vez que el médulo conteniendo la especificaciéon del sistema y las de los predica-
dos es cargado en la base de datos de Maude, podemos ejecutar la herramienta y obtener
el médulo abstracto con ayuda de la funcién

op computeAbsModule : Qid QidList -> Module .

Esta funcién toma como argumentos el nombre del médulo precedido de un apéstrofo
y una lista de identificadores, también precedidos de apdstrofos, con los nombres de
los predicados que se van a usar en la abstraccion, y devuelve la metarrepresentacion
del médulo que contiene la especificaciéon de los predicados que definen la relacién de
transicién abstracta.

Maude> red computeAbsModule(’SD-EXAMPLE, ’phil ’phi2)

result FModule: fmod ’SD-EXAMPLE-ABS is
including ’BOOL .
sorts none .
none
op ’'absInit : 'Bool ’Bool -> 'Bool [none]
op ’'lambdal : ’Bool ’Bool ’'Bool ’Bool -> ’Bool [none]
op ’'lambda2 : 'Bool ’Bool ’'Bool ’Bool -> ’Bool [none]
op ’lambda3 : ’Bool ’Bool ’Bool ’Bool -> ’Bool [none]
none
eq ’absInit[’Bl:Bool,’B2:Bool] = ’_and_[’Bl:Bool, ’B2:Bool] [none]
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eq ’'lambdal[’Bl:Bool, ’B2:Bool, 'B*1:Bool, ’B*2:Bool] = ’_and_[’B*2:Bool,’_and_[
’_implies_[’Bl:Bool, ’B*2:Bool],’_and_[’_implies_[’B2:Bool, 'B*2:Bool],
’_and_[’_implies_[’not_[’Bl:Bool],’B*2:Bool],’_and_[’_implies_['not_[
"B1:Bool],’not_[’B*1:Bool]],’ _implies_[’not_[’B2:Bool],’B*2:Bool]]]]1]1] [
none]

eq ’'lambda2[’Bl:Bool, ’B2:Bool, ’B*1:Bool,’B*2:Bool] = ’_and_[’_implies_[
’B1:Bool, ’B*1:Bool],’_and_[’_implies_[’B2:Bool, ’B*2:Bool],’_implies_[’not_[
’B2:Bool], ’not_[’B*2:Bool]]]] [none]

eq ’'lambda3[’Bl:Bool,’B2:Bool, 'B*1:Bool,’B*2:Bool] = ’_and_[’Bl:Bool,’_and_[
"B*1:Bool,’ _and_[’_implies_[’Bl:Bool,’B*1:Bool],’_and_[’_implies_[’B2:Bool,
"B*1:Bool],’ _and_[’_implies_[’B2:Bool, ’not_[’B*2:Bool]],’_and_[’_implies_[
'not_[’Bl:Bool], ’B*1:Bool],’ _and_[’_implies_[’not_[’Bl:Bool], ’B*2:Bool],
’_and_[’_implies_[’not_[’Bl:Bool], ’not_[’B*1:Bool]],’ _and_[’_implies_[
'not_[’Bl:Bool], 'not_[’B*2:Bool]],’_and_[’_implies_['not_[’B2:Bool],
"B*1:Bool],’ _implies_[’not_[’B2:Bool], ’B*2:Bool]]]1111111]1] [none]

endfm

Para facilitar su comprension, a continuacién damos el médulo objeto que corresponde
a la metarrepresentacion anterior.

fmod SD-EXAMPLE-ABS is
including BOOL .
op absInit : Bool Bool -> Bool .
op lambdal : Bool Bool Bool Bool -> Bool .
op lambda2 : Bool Bool Bool Bool -> Bool .
op lambda3 : Bool Bool Bool Bool -> Bool .
vars Bl B2 B*1 B*2 : Bool .

eq absInit(B1,B2) = Bl and B2 .

eq lambdal(B1,B2,B*1,B*2) = B*2 and (Bl implies B*2) and (B2 implies B*2) and
(not(B1) implies B*2) and

(not(B1) implies not(B*1)) and

(not(B2) implies B*2)

(B1 implies B*1) and (B2 implies B*2) and
(not(B2) implies not(B*2:Bool))

Bl and B*1 and (Bl implies B*1) and

(B2 implies B*1) and (B2 implies not(B*2)) and
(not(B1l) implies B*1) and (not(Bl) implies B*2) and
(not(B1l) implies not(B*1)) and

(not(B1l) implies not(B*2)) and

(not(B2) implies B*1) and

(not(B2) implies B*2)

eq lambda2(B1,B2,B*1,B*2)

eq lambda3(B1,B2,B*1,B*2)

endfm

Noétese que el estado inicial abstracto también es expresado por medio de un predicado.
Ademas, debido al modo en que Maude procesa internamente la metarrepresentacién de
modulos, el orden de los predicados en el sistema abstracto no se atiene al de las reglas
en el médulo original; aqui, por ejemplo, 1ambda3 corresponde a la primera regla.
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7.3.2 Dos funciones mas

La funcién computeAbsModule resuelve el problema de computar el sistema abstracto
pero presenta el importante inconveniente de no ser directamente ejecutable como teoria
de reescritura: las transiciones no estdn expresadas por medio de reglas. Para remediar
esta situacién la herramienta incluye las siguientes dos funciones:

op abstractionGround : Qid QidList -> Module .
op abstractionGen : Qid QidList -> Module .

Ambas reciben los mismos argumentos que la funcién computeAbsModule, a la que
invocan como primer paso. A continuacién, la funcién abstractionGround enumera
todas las posibles tuplas

(bi,..., by, by,..., b

de valores booleanos y comprueba, para cada una de ellas, si satisface alguno de los
predicados que definen la relacion de transiciéon abstracta. Devuelve como resultado
la metarrepresentaciéon de un nuevo médulo en el que cada tupla que satisface algtin
predicado ha sido transformada en una regla que solo utiliza términos cerrados:

(b1, ..., by) —> V..., 0.

Ademas, este médulo también incluye una regla que define el valor de la constante
initial, que representa el estado inicial.

Para nuestro ejemplo, obtenemos:

Maude> red abstractionGround(’SD-EXAMPLE, ’phil ’phi2)

result Module: mod ’SD-EXAMPLE-ABS-RULES is
including ’BOOL .
sorts ’'AbsState .
none
op ’initial : nil -> ’AbsState [none]
op st : ’Bool ’'Bool -> ’AbsState [none]
none
none
rl ’initial.AbsState => ’st[’true.Bool,’true.Bool] [nhone]
rl ’st[’false.Bool,’false.Bool] => ’st[’false.Bool,’false.Bool] [none]
rl ’st[’false.Bool,’false.Bool] => ’'st[’false.Bool,’true.Bool] [none]
rl ’st[’false.Bool,’false.Bool] => ’st[’true.Bool,’false.Bool] [none]
rl ’st[’false.Bool,’true.Bool] => ’st[’false.Bool,’true.Bool] [none]
rl ’st[’false.Bool,’true.Bool] => ’'st[’true.Bool, ’true.Bool] [none]
rl ’st[’true.Bool,’false.Bool] => ’st[’false.Bool, ’true.Bool] [none]
rl ’st[’true.Bool,’false.Bool] => ’st[’true.Bool,’false.Bool] [none]
rl ’st[’true.Bool,’false.Bool] => ’st[’true.Bool,’true.Bool] [none]
rl ’st[’true.Bool,’true.Bool] => ’st[’false.Bool,’true.Bool] [none]
rl ’st[’true.Bool, ’true.Bool] => ’st[’true.Bool,’false.Bool] [none]
rl ’st[’true.Bool, ’true.Bool] => ’st[’true.Bool,’true.Bool] [nhone]
endm
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Por lo tanto, el resultado devuelto por abstractionGround es una (meta)especificacién
que ya si es ejecutable en Maude como teoria de reescritura. Nétese que sin embargo este
procedimiento es muy costoso puesto que se comprueban 22" combinaciones booleanas,
donde 7 es el nimero de predicados utilizados en la abstraccién.

La alternativa mds econémica que ofrece abstractionGen consiste en transformar el
modulo funcional devuelto por computeAbsModule en un médulo de sistema, afiadiendo
para cada predicado A una tinica regla de la forma

(b1, ..., byy — (b3, ..., by if cBool — b} A ... A cBool — by, A
Aby, ..., by, by, ..., )

donde cBool es una constante que puede ser reescrita a true y false. De esta forma, la
generacién real de las transiciones es pospuesta hasta la fase de exploracién del grafo
de estados y la eficiencia global mejorara en general porque muchas de las reglas que se
producian antes solo se aplicaban a estados no alcanzables y eran por lo tanto innecesarias.

Para nuestro ejemplo particular, abstractionGen extiende la especificacién de la pagi-
na 186 con las reglas:

rl ’cBool.Bool => ’false.Bool [none]
rl ’cBool.Bool => ’true.Bool [none]
crl ’initial.AbsState => ’st[’B*1:Bool,’B*2:Bool] if
’cBool.Bool => 'B*1:Bool /\ ’cBool.Bool => ’B*2:Bool /\
’absInit[’B*1:Bool, ’B*2:Bool] = ’true.Bool [none]
crl ’st[’Bl:Bool,’B2:Bool] => ’st[’B*1:Bool,’B*2:Bool] if
’cBool.Bool => 'B*1:Bool /\ ’cBool.Bool => ’B*2:Bool /\
’lambdal[’Bl:Bool,’B2:Bool, ’B*1:Bool, ’B*2:Bool] = ’'true.Bool [none]
crl ’st[’Bl:Bool,’B2:Bool] => ’st[’B*1:Bool,’B*2:Bool] if
’cBool.Bool => 'B*1:Bool /\ ’cBool.Bool => ’B*2:Bool /\
’lambda2[’B1:Bool, ’B2:Bool, ’B*1:Bool, ’B*2:Bool] = ’true.Bool [none]
crl ’st[’Bl:Bool,’B2:Bool] => ’st[’B*1:Bool, ’B*2:Bool] if
’cBool.Bool => 'B*1:Bool /\ ’'cBool.Bool => ’B*2:Bool /\
’lambda3[’Bl:Bool, ’B2:Bool, ’B*1:Bool, ’'B*2:Bool] = ’'true.Bool [none]

7.3.3 Demostracion de propiedades

Ahora es el momento de volver a pensar en la pregunta que ha motivado toda la
discusion de las pasadas secciones, esto es, si 151 es un estado alcanzable a partir del
inicial 0. Para demostrar que este no es el caso es suficiente con demostrar que para todos
los estados (b1, by) alcanzables desde el estado inicial en el sistema abstracto, o bien by
o bien by son ciertos. Y esto se puede hacer aplicando la orden metaSearch al resultado
devuelto por abstractionGround o abstractionGen, para buscar un estado (by, by) tal
que by V by = false. Por la forma como se defini6 la relacion de transicién abstracta (ver
la pagina 182) y el hecho de que la aproximacién que nosotros computamos contiene a
aquella, esto demuestra que todos los niimeros alcanzables en el sistema original son o
bien menores o iguales que 10, o pares; en particular, 151 no seria alcanzable.

Maude> red metaSearch(abstractionGround(’SD-EXAMPLE, ’'phil ’phi2),
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’initial.AbsState,
’st[’Bl:Bool, ’B2:Bool],
’_or_[’Bl:Bool,’B2:Bool] = ’'false.Bool,’*,unbounded,®)

result ResultTriple?: (failure).ResultTriple?

Lo que hace la funcién metaSearch es buscar si a partir de initial, el estado inicial en el
sistema abstracto devuelto por abstractionGround, se puede alcanzar un estado st[B1,
B2] en el que la condicién B1 or B2 sea falsa. El resultado devuelto, failure, implica la
negacion de la condicién en todos los estados alcanzables, estableciendo que siempre se
tiene by 0 by.

7.3.4 Algunos ejemplos

Para ilustrar mas el funcionamiento de la herramienta vamos a explicar cémo se
pueden tratar algunos de los sistemas que han aparecido como ejemplos a lo largo de la
tesis.

Lectores y escritores. Empezamos con el sistema de lectores y escritores de la sec-
cioén 5.8.2. La propiedad que hay que comprobar es que nunca hay simultdneamente
lectores y escritores en el sistema y que, en ningtn caso, hay més de un escritor. Utilizan-
do esta informacién como guia, tras tantear un poco llegamos a los siguientes predicados:

ops phil phi2 phi3 : Config -> Bool .
eq phil(< R, W >) (R <= 0)

eq phi2(< R, W >) W <= 0)
eq phi3(< R, W>) = (W< 2)

El objetivo de los dos primeros es distinguir si los nimeros naturales R y W son iguales a 0,
y para ello utilizamos el operador _<=_(que puede ser manejado por los procedimientos de
decision implementados en el ITP) en lugar de la doble igualdad _==_. Esto es necesario
porque este dltimo no es un operador l6gico sino que estd implementado de manera
interna en Maude y devuelve resultados incorrectos cuando se aplica a términos no
cerrados. Por lo tanto, su uso con el ITP para probar la validez de férmulas cualesquiera
puede dar lugar a resultados falsos.

Una vez que tenemos especificado el sistema junto con los predicados para la abstrac-
cién, la propiedad se comprueba mediante la siguiente orden:

Maude> red metaSearch(abstractionGen(’R&W, ’phil ’phi2 ’phi3),
’initial.AbsState,
’st[’Bl:Bool, ’B2:Bool, ’'B3:Bool],
’_and_[’_or_[’Bl:Bool, ’B2:Bool],
’B3:Bool] = ’false.Bool, ’+, unbounded, 0)

El estado inicial en el sistema abstracto devuelto por abstractionGen también se llama
initial, y metaSearch comprueba si se puede alcanzar un estado st[B1, B2, B3] enel
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que la condicién (B1 or B2) and B3 sea falsa. Esto es, metaSearch intenta encontrar un
estado en el que ninguno de los dos primeros predicados sea cierto (con lo que habria
tanto lectores como escritores en el sistema) o en el que el tercero sea falso (con lo que
habria al menos dos escritores). El resultado

result ResultTriple?: (failure).ResultTriple?

muestra que ello no es posible.

Matematicos pensadores. Consideremos ahora el protocolo de la seccién 5.8 en el que
los dos procesos se interpretan como si fueran “matematicos pensadores”. De lo que se
trata ahora es de comprobar que los dos procesos no estdn nunca simultdneamente en
la regioén critica; esto, junto con el hecho de que el predicado odd desempefia un papel
importante en las reglas nos lleva a los predicados:

op equal : Status Status -> Bool .

eq equal(S:Status, S:Status) = true .
eq equal(think,eat) = false .

eq equal (eat,think) false .

eq phil(st(LO®, L1, N)) = equal(L®, think)
eq phi2(st(LO®, L1, N)) equal(L1l, think)
eq phi3(st(L®, L1, N)) = not(odd(N))

Notese el uso del predicado de igualdad equal en lugar de la doble igualdad _==_.
Demostrar que el protocolo consigue exclusién mutua se consigue comprobando que no
se puede alcanzar un estado en el que ninguno de los matemaéticos esté pensando (think),
primero cuando el contador inicialmente es un ntiimero impar

Maude> red metaSearch(abstractionGround(’MATHEMATICIANS, ’phil ’phi2 ’phi3),
’st[’true.Bool, ’true.Bool,’true.Bool],
’st[’false.Bool,’false.Bool, ’B3:Bool],
nil, ’+, unbounded, 0)

result ResultTriple?: (failure).ResultTriple?

y de forma andloga cuando el contador comienza siendo par (la tercera componente del
estado abstracto es ahora false).

Maude> red metaSearch(abstractionGround(’MATHEMATICIANS, ’phil ’phi2 ’phi3),
’st[’true.Bool, ’true.Bool,false.Bool],
’st[’false.Bool,’false.Bool, ’B3:Bool],
nil, ’+, unbounded, 0)

result ResultTriple?: (failure).ResultTriple?
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Protocolo de la panaderia. Por tltimo, consideremos el protocolo de la panaderia, que
se resolvi6 mediante una abstraccion ecuacional en el capitulo 4. Este sistema ya se
estudié desde el punto de vista de la abstraccién de predicados en la seccién 5.7.2, pero
el sistema resultante no era ejecutable. Nuestra herramienta, como ya se ha explicado
con anterioridad, no devuelve la misma abstraccién sino una aproximacién que a cambio
presenta la ventaja de que se puede ejecutar. Los predicados que se usan son los mismos.

eq phil(< P, X, Q, Y >) = equal(P, wait)

eq phi2(< P, X, Q, Y >) = equal(P, crit)

eq phi3(< P, X, Q, Y >») = equal(Q, wait)

eq phi4d(< P, X, Q, Y >) = equal(Q, crit)

eq phi5(< P, X, Q, Y>) = (X <= 0) and (0 <= X)
eq phi6(< P, X, Q, Y>) = (Y <=0) and (0 <= Y)
eq phi7(< P, X, Q, Y >) = (Y < X)

Que no puede ocurrir que dos procesos se encuentren al mismo tiempo en la region critica
se demuestra comprobando que no se puede alcanzar un estado en el que las componentes
segunda y cuarta sean ambas true.

Maude> red metaSearch(
abstractionGen(’BAKERY, 'phil ’'phi2 ’phi3 ’'phi4 ’phi5 ’phi6 ’'phi7),
’initial.AbsState,
’st[’Bl:Bool, ’'true.Bool, ’B3:Bool, ’true.Bool, 'B5:Bool, 'B6:Bool,
’B7:Bool],
nil, '+, unbounded, 0)
result ResultTriple?: (failure).ResultTriple?

Todas las propiedades que se han demostrado en los ejemplos de esta seccién son
propiedades de seguridad que afirman que no se puede alcanzar un cierto estado inde-
seado. En ocasiones, sin embargo, interesa comprobar propiedades mas generales, como
las propiedades de vivacidad que aseguran que si un determinado estado es alcanzable
entonces eventualmente también se alcanzara cierto otro. En particular, este es el caso
para la segunda propiedad sobre el protocolo de la panaderia estudiada en el capitulo 4:
un proceso que se encuentre en modo de espera terminara entrando en su region critica.

El sistema abstracto devuelto por el prototipo también se puede utilizar para demos-
trar si estas propiedades se cumplen en el sistema concreto, pero ello requiere utilizar
el comprobador de modelos de Maude en lugar de simplemente la funcién metaSearch.
Esto ocasiona un pequefio problema puesto que el comprobador de modelos trabaja con
modulos al nivel objeto mientras que el prototipo devuelve tan solo la metarrepresen-
tacion del sistema abstracto. Actualmente el prototipo no ofrece soporte para manejar
esta situacién, con lo que la solucién mds sencilla consiste en editar manualmente el
moédulo abstracto y modificar la representacion (basicamente eliminando los apéstrofos
y sustituyendo los corchetes por paréntesis) hasta obtener un médulo al nivel objeto.

En el caso concreto del protocolo de la panaderia, la representacién al nivel objeto del
modulo devuelto por abstractGround queda de la forma
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mod BAKERY-ABS-RULES is
including BOOL .
sorts AbsState .

op initial : -> AbsState
op st : Bool Bool Bool Bool Bool Bool Bool -> AbsState

rl initial => st(false,false,false,false,true,true,false)

rl st(false,false,false,false,false,false,false) =>
st(false, false,true, false, false,false, false)

rl st(false,false,false,false,false,false,false) =>
st(true, false,false,false,false, false,true)

endm

y sobre €l se definen los predicados de estado necesarios para expresar la propiedad de
vivacidad, en la forma explicada en los capitulos 2 y 4:

mod BAKERY-ABS-RULES-CHECK is
inc BAKERY-ABS-RULES .
inc MODEL-CHECKER .
subsort AbsState < State .

ops lwait lcrit 2wait 2crit : -> Prop .

vars Bl B2 B3 B4 B5 B6 B7 : Bool .

eq st(B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7) |= lwait = Bl .
eq st(B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7) |= lcrit = B2 .
eq st(B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7) |= 2wait = B3 .
eq st(B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7) |= 2crit = B4 .

endm

Finalmente, la propiedad se demuestra mediante la siguiente orden:

Maude> red modelCheck(initial, (lwait |-> 1lcrit) /\ (2wait |-> 2crit))
result Bool: true

7.4 Implementacion de la herramienta y detalles técnicos

Aunque no vamos a entrar a describir los detalles de la implementacién, pues no los
consideramos demasiado interesantes, si creemos oportuno dar una visién somera del
disefio de la herramienta y de sus funciones principales. Para empezar, el prototipo trabaja
fundamentalmente con metaobjetos y hace un uso intensivo de la reflexién a través del
modulo META-LEVEL (seccién 2). También, como se explica a continuacion, se apoya en el
demostrador de teoremas ITP y en el comprobador de modelos.

La funcion principal que realiza el trabajo de abstraccién es computeAbsModule, sobre
la que después operan abstractionGround y abstractionGen.
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op computeAbsModule : Qid QidList -> Module .
eq computeAbsModule(QMod, QIL) =
(fmod qid(string(QMod) + "-ABS") is
including ’BOOL .
sorts none .

none

computeOps (cardRS(getRls(upModule(QMod, false))),
lengthQidList (QIL))

none

computeInit(QMod, QIL)
computeRules(QMod, QIL)
endfm)

Dados como argumentos los nombres del médulo a abstraer y los predicados a usar para
hacerlo, esta funcién construye la metarrepresentacion del médulo abstracto haciendo uso
de tres funciones auxiliares que se encargan, respectivamente, de declarar los operadores
del médulo, calcular el estado abstracto inicial y abstraer las reglas. De esta tdltima tarea
se encarga la funcién computeRules que, tras realizar una serie de transformaciones
y computos previos, termina llamando, para cada regla R1 en el médulo QMod que se
estd abstrayendo, a la funcién abstractRule.

op abstractRule : Qid QidList Rule AbsSpacelList Nat -> Equation .
ceq abstractRule(QMod, QIL, R1l, ASL, N) =
(eq qid("lambda" + string(N,10))
[generateBoolList("B",M), generateBoolList("B*",M)] =
abs2MetaAbsVar (abstractRuleAux(QMod, QIL, computePreFormula(Rl),
computePreVariables(R1),ASL)) [none] .)
if M := lengthQidList(QIL)

De nuevo, los detalles concretos no son importantes. Nétese que esta funcién construye
el armazon de la regla abstracta, ddndole el nombre lambda correspondiente (échese
un vistazo al resultado devuelto en la pagina 186) y generando sus argumentos antes
de llamar a la funcién abstractRuleAux que, junto con tryRulePredicate, es la que
realmente soporta todo el peso del proceso.

op abstractRuleAux : Qid QidList Formula VarList AbsSpacelList -> AbsSpace .
eq abstractRuleAux(QMod, QIL, F, VL, AS) =
tryRulePredicate(QMod, QIL, F, VL, AS)
eq abstractRuleAux(QMod, QIL, F, VL, (AS, ASL)) =
aAnd(tryRulePredicate(QMod, QIL, F, VL, AS),
abstractRuleAux(QMod, QIL, F, VL, ASL))

Finalmente la funcién abstractRuleAux es la que va estudiando las posibles relaciones
entre las variables booleanas del predicado que representa la regla abstracta. Para cada
posible relacién, por ejemplo by — b}, almacenada en el dltimo argumento, llama a
tryRulePredicate que es quien finalmente invoca al ITP para comprobar si la relacién
es cierta en el médulo original: si lo es, se afiade al predicado que se estd construyendo;
en caso contrario devuelve true, de modo que no se afiade informacién nueva.
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La inferencia l6gica estd especificada en el ITP por medio de reglas, por lo que no
estd disponible de manera inmediata para ser utilizada en definiciones ecuacionales (la
condicién de una ecuacién no puede contener reescrituras). Una manera de solventar este
problema sin incurrir en el elevado coste (en términos de eficiencia) que supondria utilizar
el metanivel y metaSearch consiste en llamar a la funcién modelCheck del comprobador
de modelos de Maude. Esta es una funcién definida de manera interna que, como ya se
ha visto en capitulos anteriores, utiliza para sus computos las reglas del médulo y que
se puede utilizar en la especificacién ecuacional de operaciones, permitiendo integrar
definiciones basadas en reglas. Este es el motivo por el que el prototipo carga el fiche-
ro model-checker.maude ademds de xitp-tool.maude; en el futuro, esta dependencia
podria ser eliminada.

La interaccién entre el ITP y el comprobador de modelos, y de hecho el tinico lugar en
el c6digo en el que se utiliza alguno de los dos (ademds de en la funcién tryInitPredicate
que computa el estado abstracto inicial), queda reflejada en la primera de las dos ecua-
ciones que definen tryRulePredicate.

op tryRulePredicate : Qid QidList Formula VarList AbsSpace -> AbsSpace .
ceq tryRulePredicate(QMod, QIL, PreF, VL, AS) = AS
if F := AQuantification(’C@d:Config : ’C@l:Config : VL,
implication(PreF,
abs2XitpPredicate(AS,QIL)))
/\
modelCheck(state(attrs(
db : createNewGoalModule(QMod, ’abs$0),
input : ("auto*‘..Input),
output : nil,
proofState : < prove("abs$0", 0, 0, ’'abs$0, F, nilTermList) ;
nil ; lemma(’abs, F, QMod, "abs$0") >,
defaultGoal : "abs$0")),
<> isProved?)
eq tryRulePredicate(QMod, QIL, F, VL, AS) = aTrue [owise]

ELITP trabaja con estados que almacenan, entre otros atributos, una base de datos de
modulos (db), la orden que se esté ejecutando (input) e informacién sobre el objetivo que
se intenta demostrar (proofState), que en particular contiene la férmula F que se esté pro-
bando. Sobre estos estados se aplican reglas de reescritura que implementan las reglas de
derivacion de la l6gica y los procedimientos de decisién; una férmula queda demostrada
cuando se alcanza un estado en el que el valor del campo input es nilTermList, que es
la propiedad que captura el predicado de estado isProved?.

eq state(attrs(db : DB, input : nilTermList, output : QIL,
proofState : < emptyGoalSet ; PT ; L >,
defaultGoal : ST, Atts))
|= isProved? = true .

Lo que hace el prototipo es inicializar el estado del ITP con el nombre QMod del
modulo sobre el que se va a razonar, con la férmula F que se quiere demostrar (en un
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formato adecuado) y con la estrategia, auto*, que queremos que se aplique en la prueba;
a continuacién, llama al comprobador de modelos para verificar si se puede alcanzar un
estado en el que input sea nilTermList, es decir, un estado en el que la férmula se haya
demostrado.

Por ultimo, echemos un vistazo al aspecto que tienen las férmulas que el prototipo
suministra al ITP para que demuestre. Como se explic6 en la secciéon 7.2, para cada regla lo
que se intenta es descubrir relaciones de la forma b; — b;. que significan que si el predicado
¢; se cumple en el estado actual entonces ¢; también es cierto en el estado que se alcanza
tras aplicar dicha regla. Supongamos que la regla tiene la forma (VX)t; — £ if C; la
férmula que se le pasa al ITP para ver si se tiene b; — b;. es la cuantificacion universal de
la implicacién

x=h Ay=t AC—($ilx) = ¢i(y)).

En concreto, la conjuncién x = t Ay = t AC se pasa ya precalculada a tryRulePredicate
a través de la variable PreF, mientras que de la sustitucién de las variables booleanas por
los predicados en la expresién b; — b} se encarga la funcién abs2XitpPredicate.

El c6digo completo del prototipo, con comentarios en inglés, se encuentra en el apéndi-
ce al final de esta tesis.

7.5 Conclusiones

La herramienta hace un uso intensivo del ITP y tanto su precisién como su eficiencia
dependen criticamente de él. Obviamente, cuantas mds férmulas sea capaz de probar el
ITP, mds preciso serd el sistema abstracto computado. De la misma manera, cada llamada a
computeAbsModule invoca a su vez 4mn(n+1) veces el ITP, donde m es el ntimero de reglas
en el médulo original y 2 es el ndmero de predicados utilizados en la abstraccién. Resulta
claro entonces que el que el ITP se ejecute rdpidamente es crucial para que la herramienta
resulte atil. Actualmente, calcular la abstraccién del protocolo de la panaderia, un sistema
con tan solo 8 reglas y 7 predicados, le cost6 a la herramienta (en un 1.25Ghz G4) casi 12
minutos; es obvio que aunque manejable, esta duracién por el momento resulta demasiado
elevada. Este tiempo no es resultado de la inherente complejidad abstracta del problema,
sino de unos pequefios problemas en la implementacién del ITP que provocan que se
realicen muchas mds reescrituras de las que se deberian hacer al intentar demostrar un
objetivo.

Hemos escrito también una herramienta que implementa la técnica de abstraccién de
predicados implicita; su uso y disefio son muy parecidos a los del prototipo descrito en
este capitulo, y de hecho gran parte del c6digo es comtdn. Sin embargo, las férmulas que
hay que demostrar en este caso son mds problematicas para el ITP, con lo que tanto su
eficiencia como la precision del sistema resultante son menores.

Cuando se compara con otras herramientas similares (por ejemplo, las descritas en
Colon y Uribe, 1998; Das, 2003), nuestro prototipo resulta sumamente modesto. A pesar
de ello, creemos importante destacar que su disefio reflexivo ha permitido desarrollarlo
muy rapidamente y que en cualquier caso, como el término “prototipo” indica, el objetivo
no era el de conseguir la mayor eficiencia posible sino el de experimentar un poco con
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algunas de las ideas desarrolladas en la tesis. Sin embargo, esperamos poder utilizar la
experiencia del presente prototipo para introducir mejoras en el ITP y en una versiéon
mas moderna de la presente herramienta que pueda competir en eficiencia con, o incluso
superar a, otras herramientas de investigacion avanzadas.






Consideraciones finales

En esta tesis se ha avanzado en el estudio de la l6gica de reescritura a lo largo de dos
direcciones principales. La primera de ellas, de cardcter quizas mas tedrico, ha sido des-
arrollada fundamentalmente en el capitulo 3, en el que se han presentado demostraciones
detalladas de la reflexividad de la 16gica ecuacional de pertenencia y de la 16gica de rees-
critura sobre aquella. Estas pruebas extienden de manera considerable diversos resultados
previos y constituyen una fundamentacién tedrica sélida para el uso del metanivel en el
lenguaje Maude. Ademads, como se ilustra al final del mismo capitulo, las descripciones
de las teorias universales de estas 16gicas dadas en las demostraciones tienen también una
componente practica, al permitir metarrazonar formalmente sobre conjuntos de teorias
y abrir la puerta a la posibilidad de reutilizar herramientas ya existentes para realizar
mecanicamente este razonamiento.

El segundo gran tema de la tesis ha sido la verificacién semiautomatica de propieda-
des de sistemas concurrentes, especialmente infinitos, mediante su reduccién a sistemas
mas sencillos. Aqui el concepto fundamental es el de simulacién, que permite transferir
propiedades entre sistemas, y hemos trabajado en él a dos niveles: el de la 16gica de
reescritura en el que se especifican los sistemas, y a un nivel matematico mds abstracto
en el que dichos sistemas se representan mediante estructuras de Kripke. Para permitir
la mayor flexibilidad posible a la hora de relacionar estructuras de Kripke, hemos exten-
dido la nocién de simulacién hasta dar con una definicién muy general que extiende la
habitual en tres direcciones distintas. A continuacién, hemos trasladado progresivamente
esta nocion al nivel de la 16gica de reescritura. Existen diversas formas de expresar estas
simulaciones entre teorias de reescritura, desde las mas simples correspondientes a las
abstracciones ecuacionales a las mas complejas y expresivas simulaciones tartamudas
algebraicas. Para todas ellas hemos dado obligaciones de prueba que han de compro-
barse antes de poder afirmar que se tiene una simulacién y hemos ilustrado su uso con
ejemplos. En su conjunto, las diversas nociones de simulacién y las técnicas presentadas
para su comprobacién complementan al comprobador de modelos de Maude y contri-
buyen a paliar (aunque sea parcialmente) la carencia de técnicas y herramientas para la
demostracién semiautomatica de propiedades de sistemas especificados en la l6gica de
reescritura.

Finalmente, el capitulo 7 concluye unificando los dos grandes temas de la tesis des-
arrollando una herramienta de disefio reflexivo para computar abstracciones.

Aunque consideramos que el trabajo presentado en esta tesis constituye un todo co-
herente y autocontenido, existen numerosas lineas de investigacién que se podrian seguir
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para extender los resultados presentados. En particular, en el &mbito de las capacida-
des reflexivas de las l6gicas de pertenencia y de reescritura, algunos temas que quedan
pendientes son:

¢ La extension de las demostraciones en el caso de la l6gica de reescritura para tener
en cuenta los recientemente introducidos atributos congelados, bajo los cuales la
reescritura no estd permitida.

e El estudio de la reflexién en otras légicas mds restrictivas pero usadas frecuente-
mente, como la l6gica de Horn sin igualdad.

e El desarrollo de nuevos esquemas de induccién metalégicos y de herramientas que
permitan utilizar las teorias universales para razonar formalmente sobre conjuntos
de teorias.

e Un estudio sistematico de las relaciones entre las teorias universales de légicas
reflexivas y, en especial, de las correspondientes a l16gicas relacionadas. Este estudio
deberia llevarse a cabo en el marco de la teoria de las 16gicas generales para obtener
una respuesta precisa e independiente del formalismo. Un primer enfoque a este
problema, sugerido por el profesor Mario Rodriguez Artalejo, consistiria en el uso de
los sistemas formales elementales (EFS) de Smullyan (1961). La idea serfa construir
el sistema de derivacién de todos los EFS y utilizarlo como “intermediario” entre los
sistemas de derivacién de l6gicas relacionadas, aprovechando el hecho de que todos
los conjuntos r.e. pueden ser reconocidos por EFS y que el conjunto de sentencias
derivables en muchas légicas de interés es r.e.

En el tema de las simulaciones y su representacion en la l16gica de reescritura, conside-
ramos que los fundamentos teéricos han quedado bien establecidos por lo que la principal
area de trabajo deberia ir encaminada a la mejora de las herramientas necesarias para la
demostracién de las obligaciones de prueba, como pueden ser el ITP o el comprobador
Church-Rosser. Seria muy conveniente, en particular, que el ITP fuera extendido para
poder razonar directamente sobre la relaciéon de reescritura, mientras que algunas de las
limitaciones del comprobador Church-Rosser (como el permitir tan solo el atributo de
conmutatividad) deberfan ser eliminadas; asimismo, para poder utilizar la herramienta
para la abstraccion de predicados en situaciones méds complejas es imprescindible un
aumento dramaético en la eficiencia del ITP. En la actualidad, la mayor parte de estas
cuestiones se encuentran en desarrollo dentro de la comunidad de Maude.

Por dltimo, y tal como se sefial6 en el capitulo 6, desde un punto de vista categoérico
existen todavia muchas cuestiones sin responder, como la existencia de limites en las
categorias de Grothendieck, ademds de quedar pendiente un estudio que construya una
institucion adecuada para la 16gica de reescritura y la relacione con la correspondiente a
las estructuras de Kripke.



Apéndice A

Codigo del prototipo para la
abstraccion de predicados en Maude

--- pa-prototype.maude

--- Tool to compute abstract systems using the transformation in

--- M. Colon, T. Uribe. "Generating Finite-State Abstractions of Reactive
--- Systems Using Decision Procedures", LNCS 1427

--- 1. The original module is topmost and its rules have only equational
-—- conditions.

--- 2. The sort of the states is "Config".
--- 3. The initial state is called "init".

--- 4. The predicates that define the abstraction are defined in that same
-—- original module.

--- 1. Load the module into Maude’s databade.

--- 2. Load this file.

--- 3. To get the abstract system, run either the command

-—- "abstractionGround(QMod, QIL)", or "abstractionGen(QMod, QIL)",

-—- with "QMod" the module’s name and "QIL" the list of predicates used
-—- for the abstraction.
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in model-checker .

--- The prototype uses the Xitp command "auto*" to check the validity of a

--- number of formulas. Unfortunately, this command is implemented by means of
--- rules which forbids its use when equationally defining an operation. In

--- order to get around this problem we use the built-in operation "modelCheck",
--- to see if the given formula can be "rew'"ritten to the formula "true", and
--- that’s why we need to import the model checker.

in xitp-tool .

--- Auxiliary functions for QidLists.

fmod QID-LIST-AUX is
pr QID-LIST .

var Q : Qid .
var QIL : QidList .
var N : Nat .

--- "lengthQidList"

op lengthQidList : QidList -> Nat .
eq lengthQidList(nil) = 0 .
eq lengthQidList(Q QIL) = s(lengthQidList(QIL))

--- "getNQid"
--- It returns the N-th element in a list.

op getNQid : QidList NzNat -> Qid .
eq getNQid(Q QIL, 1) =Q .
eq getNQid(Q QIL, s(s(N))) = getNQid(QIL, s(N))

endfm

--- This module defines auxiliary functions to translate abstract variables back
--- and forth to their associated predicates.

fmod ABS-VARIABLES is
pr META-LEVEL .
pr QID-LIST-AUX .
pr CONVERSION . --- strings <-> numbers
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sorts AbsVariable AbsPoint AbsSpace AbsSpacelist .
subsort AbsVariable < AbsPoint < AbsSpace < AbsSpacelist .

--- Constructors for the abstract space.

--- b(N) corresponds to the N-th predicate applied to the current state, while
--- b*(N) corresponds to the N-th predicate applied to the next state.

--- These operators are only used during the computation of the abstraction,
--- to ease its construction. In the final abstract module, states are given
--- by tuples of Boolean values.

ops b b* : Nat -> AbsVariable .

op aTrue : -> AbsSpace .

op aNot : AbsVariable -> AbsPoint .

op aImplication : AbsPoint AbsPoint -> AbsPoint .

op aAnd : AbsSpace AbsSpace -> AbsSpace [assoc comm id: aTruel]
op _,_ : AbsSpacelList AbsSpacelList -> AbsSpacelList [assoc]

var N : Nat .

var AV : AbsVariable .

vars AP AP1 AP2 : AbsPoint .
var AS : AbsSpace .

--- "abs2MetaAbsVar"
--- Given an abstract state, it returns its metarepresentation as a
--- combination of Boolean variables in the abstract module.

op abs2MetaAbsVar : AbsSpace -> Term .

eq abs2MetaAbsVar(aTrue) = ’true.Bool .

eq abs2MetaAbsVar(b(N)) = qid("B" + string(N,10) + ":Bool")

eq abs2MetaAbsVar(b*(N)) = qid("B*" + string(N,10) + ":Bool")

eq abs2MetaAbsVar(aNot(AV)) = ’'not_[abs2MetaAbsVar(AV)]

eq abs2MetaAbsVar(aImplication(AP1,AP2)) =
’_implies_[abs2MetaAbsVar(AP1),abs2MetaAbsVar (AP2)]

eq abs2MetaAbsVar(aAnd(AP,AS)) =
’_and_[abs2MetaAbsVar (AP),abs2MetaAbsVar(AS)]

--- "initialTestSet"
--- It returns the set of test points (abstract states) for the initial
--- state, assuming N predicates.

op initialTestSet : Nat -> AbsSpacelist .

eq initialTestSet(1l) = (b(1), aNot(b(1)))

eq initialTestSet(s(s(N))) = (initialTestSet(s(N)),
b(s(s(N))), aNot(b(s(s(N)))))

--- "ruleTestSet"

--- It returns the set of test points (abstract states) for the rules,
--- assuming N predicates.

--- "ruleTestSetl" computes P_U and P’_U in Colon & Uribe, and
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--- "ruleTestSet2" computes P_U -> P’_U with implications expressed using
--- negations and disjunctions.

op ruleTestSet : Nat -> AbsSpacelist .
eq ruleTestSet(N) = (ruleTestSetl(N), ruleTestSet2(N,N))

op ruleTestSetl : Nat -> AbsSpacelist .
eq ruleTestSetl1(1) = (b(1), aNot(b(1)), b*(1), aNot(b*(1)))
eq ruleTestSetl(s(s(N))) = (ruleTestSetl(s(N)),
b(s(s(N))), aNot(b(s(s(N)))),
b*(s(s(N))), aNot(b*(s(s(N)))))

var M : Nat .

op ruleTestSet2 : Nat Nat -> AbsSpacelist .

eq ruleTestSet2(1l, N) = ruleTestSet3(1l, N)

eq ruleTestSet2(s(s(M)), N) = (ruleTestSet2(s(M), N),
ruleTestSet3(s(s(M)), N))

op ruleTestSet3 : Nat Nat -> AbsSpacelList .
eq ruleTestSet3(N, 1) = (aImplication(b(N),b*(1)),
almplication(aNot(b(N)),b* (1)),
almplication(b(N),aNot(b*(1))),
aImplication(aNot(b(N)),aNot(b*(1))))
eq ruleTestSet3(N, s(s(M))) = (ruleTestSet3(N,s(M)),
aImplication(b(N),b*(s(s(M)))),
aImplication(aNot(b(N)),b*(s(s(M)))),
aImplication(b(N),aNot(b*(s(s())))),
aImplication(aNot(b(N)),aNot(b*(s(s(M))))))

endfm

--- This is the main module, defining the abstraction function. The abstract
--- system is computed as described in Colon & Uribe by "computeAbsModule". It
--- returns, however, a module in which the transitions are expressed by means
--- of equationally defined predicates instead of rules.

mod PROTOTYPE is
inc ITP-INTERFACE .
inc MODEL-CHECKER * (sort Formula to LTLFormula, sort State to LTLState)
pr ABS-VARIABLES .
pr QID-LIST-AUX .

--- This part establishes the interface with the model checker by specifying
--- an atomic proposition "isProved?" that holds in those Xitp-states that
--- result from discharging a goal.
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subsort State < LTLState .
op isProved? : -> Prop .

var DB : ITPDatabase .
var QIL : QidList .

var PT : ProofTrace .
var L : LemmaSet .

var ST : String .

var Atts : ITPAttrSet .

eq state(attrs(db : DB, input : nilTermList, output : QIL,
proofState : < emptyGoalSet ; PT ; L >,
defaultGoal : ST, Atts))
|= isProved? = true .

var QMod : Qid .

--- "computeAbsModule"

--- It takes the module’s name and the predicates’ names, and returns the
--- abstract module.

--- It assumes that the sort of concrete states is "Config" with initial
--- state "init"; they become "absState" and "absInit" in the abstract
--- system.

op computeAbsModule : Qid QidList -> Module .
eq computeAbsModule(QMod, QIL) =
(fmod qid(string(QMod) + "-ABS") is
including ’BOOL .
sorts none .

none

computeOps (cardRS (getRls(upModule(QMod, false))),
lengthQidList (QIL))

none

computeInit(QMod, QIL)
computeRules(QMod, QIL)
endfm)

var Rl : Rule .
var RS : RuleSet .

--- "cardRS"
--- Auxilary function thatcomputes the cardinality of a set of rules.

op cardRS : RuleSet -> Nat .
eq cardRS(none) = 0 .
eq cardRS(R1 RS) = 1 + cardRS(RS)

vars M N : Nat .
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--- "computeOps"

--- Declares the predicates that correspond to the initial state and
--- the abstract rules. It receives the number of rules in the concrete
--- module and the number of predicates used for the abstraction.

op computeOps : Nat Nat -> OpDeclSet .
eq computeOps(N,M) = (op ’'absInit : generateNBools(M) -> ’Bool [none]. )
generateNLambdas(N, M + M)

--- "generateNBools"
--- It returns a list with N copies of "Bool".

op generateNBools : Nat -> TypelList .
eq generateNBools(1l) = ’Bool .
eq generateNBools(s(s(N))) = ’'Bool generateNBools(s(N))

--- "generateNLambdas"
--- generateNLambdas(N, M) declares N operators with name "lambdaN",
--- each of them taking M Boolean arguments.

op generateNLambdas : Nat Nat -> OpDeclSet .
eq generateNLambdas(l, M) =
(op ’lambdal : generateNBools(M) -> ’Bool [none].)
eq generateNLambdas(s(s(N)), M) =
generateNLambdas(s(N), M)
(op qid("lambda" + string(s(s(N)),10)) : generateNBools(M) ->
’Bool [none].)

--- "computeInit"
--- Builds the initial abstract state. It receives the module’s name and
--- the list of predicates.

op computeInit : Qid QidList -> EquationSet .
ceq computeInit(QMod, QIL) =
(eq ’absInit[generateBoolList("B",N)] =
abs2MetaAbsVar (computeInitAux(QMod,initialTestSet(N),QIL))
[none] .)
if N := lengthQidList(QIL)

--- ST : String .

--- "generateBoolList"

--- Given a string S and number N, it returns a list of metarepresented
--- Boolean variables: ’S1:Bool, ..., ’'SN:Bool

op generateBoollList : String Nat -> VarList .
eq generateBoolList(ST, 1) = qid(ST + "1:Bool")
eq generateBoolList (ST, s(s(N))) = (generateBoolList(ST, s(N)),
qid(ST + string(s(s(N)),10) + ":Bool"))
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var AS : AbsSpace .
var ASL : AbsSpacelist .

--- "computeInitAux"

--- It is called by "computeInit": it simply applies the algorithm in
--- Colon & Uribe with the help of "tryInitPredicate" and returns the
--- abstract initial state. It’ll then be converted into the

--- metarepresentation a Boolean expression in "computeInit".

op computeInitAux : Qid AbsSpacelist QidList -> AbsSpace .
eq computeInitAux(QMod, AS, QIL) = tryInitPredicate(QMod, AS, QIL)
eq computeInitAux(QMod, (AS, ASL), QIL) =
aAnd(tryInitPredicate(QMod, AS, QIL), computeInitAux(QMod, ASL, QIL))

vars AP AP1 AP2 : AbsPoint .
--— N : Nat .
--- QIL : QidList .

--- "abs2XitpPredicate"

--- Given an abstract state and a list of predicate names, it returns
--- the representation of the predicate that corresponds to it in Xitp
--- internal signature.

--- In the representation, the current state is written C@0:Config while
--- the succesor, used for b*(N), is written C@l:Config.

op abs2XitpPredicate : AbsSpace QidList -> Formula .
eq abs2XitpPredicate(aTrue, QIL) = equality(’true.Bool,’true.Bool)
--- not used when translating test points
eq abs2XitpPredicate(b(N), QIL) = equality(getNQid(QIL,N)[’C@0®:Config],
’true.Bool)
eq abs2XitpPredicate(b*(N), QIL) = equality(getNQid(QIL,N)[’C@l:Config],
’true.Bool)
eq abs2XitpPredicate(aNot(b(N)), QIL) = equality(getNQid(QIL,N)[’C@0:Config],
’false.Bool)
eq abs2XitpPredicate(aNot(b*(N)), QIL) = equality(getNQid(QIL,N)[’C@1l:Config],
’false.Bool)
eq abs2XitpPredicate(aImplication(AP1, AP2), QIL) =
implication(abs2XitpPredicate(AP1,QIL), abs2XitpPredicate(AP2,QIL))
eq abs2XitpPredicate(aAnd(AP,AS),QIL) =
conjunction(abs2XitpPredicate(AP,QIL), abs2XitpPredicate(AS,QIL))
--- not used when translating test points

var F : Formula .
--- AS : AbsSpace .

--- "tryInitPredicate"

--- It takes the module’s name, a test point (abstract state), and the name of
--- the predicates, and calls the Xitp to see if the concrete initial state
--- satisfies the predicate that corresponds to it; if so, it is returned and
--- added to the initial abstract state.
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op tryInitPredicate : Qid AbsSpace QidList -> AbsSpace .
ceq tryInitPredicate(QMod, AS, QIL) = AS
if F := AQuantification(’C@0:Config,
implication(equality(’C@0:Config, ’init.Config),
abs2XitpPredicate(AS,QIL)))
N\
modelCheck(state(attrs(
db : createNewGoalModule(QMod, ’abs$0),
input : ("auto*‘..Input),
output : nil,
proofState : < prove("abs$0", 0, 0, ’'abs$0, F, nilTermList) ;
nil ; lemma(’abs, F, QMod, "abs$0") >,
defaultGoal : "abs$0'")),
<> isProved?)
eq tryInitPredicate(QMod, AS, QIL) = aTrue [owise]

--- "computeRules"
--- It returns a set of equations for the predicates that define the
--- transitions in the abstract system.

op computeRules : Qid QidList -> EquationSet .
eq computeRules(QMod, QIL) =
computeRulesAux(QMod, QIL, getRls(upModule(QMod, false)),
ruleTestSet(lengthQidList(QIL)), 1)

--- AS : AbsSpace .
--- ASL : AbsSpacelist .

--- Rl : Rule .

--- RS : RuleSet .
--- N : Nat .

--- "computeRulesAux"

--- It is called by "computeRules". The fourth argument stores the set of
--- test points: it is not needed yet, not even in "abstractRule", but it
--- is kept for efficiency reasons so as not to compute it more than once.
--- The last argument counts how many rules have been already dealt with,
--- and is used to name the corresponding predicate.

op computeRulesAux : Qid QidList RuleSet AbsSpacelist Nat -> EquationSet .

eq computeRulesAux(QMod, QIL, none, ASL, N) = none .

eq computeRulesAux(QMod, QIL, R1 RS, ASL, N) =
abstractRule(QMod,QIL,R1,ASL,N) computeRulesAux(QMod,QIL,RS,ASL,N + 1)

- "abstractRule"
--- Before calling "abstracRuleAux", it computes that part of the formula
--- that are common for all the test poins using "computePreFormula" and
--- "computePreVariables".

op abstractRule : Qid QidList Rule AbsSpacelList Nat -> Equation .
ceq abstractRule(QMod, QIL, R1l, ASL, N) =
(eq gid("lambda" + string(N,10))
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[generateBoolList("B",M), generateBoolList("B*",M)] =
abs2MetaAbsVar(abstractRuleAux(QMod, QIL, computePreFormula(Rl),
computePreVariables(R1),ASL)) [none] .)
if M := lengthQidList(QIL)

vars Tl T2 : Term .
var ATS : AttrSet .
var EqC : Condition .

--- "computePreFormula"

--- For a rule Tl => T2 if Cond, it returns Tl = C@® /\ T2 = C@l /\ Cond
--- in Xitp signature.

--- Only equational conditions are allowed.

op computePreFormula : Rule -> Formula .
eq computePreFormula(rl T1 => T2 [ATS].) =
conjunction(equality(’C@0:Config, T1),equality(’C@l:Config, T2))
eq computePreFormula(crl T1 => T2 if EqC [ATS].) =
conjunction(equality(’C@0:Config, T1),equality(’C@l:Config, T2),
condition2ITPFormula(EqC))

var T : Term .
vars EqCl EqC2 : Condition .
var S : Sort .

op condition2ITPFormula : Condition -> Formula .

eq condition2ITPFormula(nil) = trueFormula .

eq condition2ITPFormula((Tl = T2)) = equality(T1,T2)

eq condition2ITPFormula((T : S)) = sortP(T,S)

eq condition2ITPFormula(EqCl /\ EqC2) =
conjunction(condition2ITPFormula(EqCl), condition2ITPFormula(EqC2))

--- "computePreVariables"
--- The functions "getVarList" and "getVarListEqCond" are defined in
--- Xitp-tool.maude.

op computePreVariables : Rule -> VarList .

eq computePreVariables(rl T1 => T2 [ATS].) = getVarList((T1l, T2))

eq computePreVariables(crl T1 => T2 if EqC [ATS].) =
getVarList((T1l, T2)) : getVarListEqCond(EqC)

var VL : VarList .

- "abstractRuleAux"
--- It traverses the list of test points, building the abstract transition.

op abstractRuleAux : Qid QidList Formula VarList AbsSpacelist -> AbsSpace .
eq abstractRuleAux(QMod, QIL, F, VL, AS) =
tryRulePredicate(QMod, QIL, F, VL, AS)
eq abstractRuleAux(QMod, QIL, F, VL, (AS, ASL)) =
aAnd(tryRulePredicate(QMod, QIL, F, VL, AS),
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abstractRuleAux(QMod, QIL, F, VL, ASL))
var PreF : Formula .

--- "tryRulePredicate"
--- Analogous to "tryInitPredicate", but now part of the formula to prove
--- is given as a parameter.

op tryRulePredicate : Qid QidList Formula VarList AbsSpace -> AbsSpace .
ceq tryRulePredicate(QMod, QIL, PreF, VL, AS) = AS
if F := AQuantification(’C@d:Config : ’C@l:Config : VL,
implication(PreF,
abs2XitpPredicate(AS,QIL)))
N\
modelCheck(state(attrs(
db : createNewGoalModule(QMod, ’abs$0),
input : ("auto*‘..Input),
output : nil,
proofState : < prove("abs$0", 0, 0, ’'abs$0, F, nilTermList) ;
nil ; lemma(’abs, F, QMod, "abs$0") >,
defaultGoal : "abs$0")),
<> isProved?)
eq tryRulePredicate(QMod, QIL, F, VL, AS) = aTrue [owise]

endm

--- This modules defines two main functions:

--- 1. "abstractionGround" returns an executable abstraction of a module,

-—- in which all the transitions are expressed by means of ground rules.

--- 2. "abstractionGen" in which the module returned by "computeAbsModule" above
-—- is extended with a rule of the form "B => B* if lambda(B,B*) = true" for
-—- each predicate "lambda" defining the transition relation.

mod PROTOTYPE-EXT is
inc PROTOTYPE .

var QMod : Qid .
var QIL : QidList .

--- "abstractionGround"
--- One of the two main functions.

op abstractionGround : Qid QidList -> Module .
eq abstractionGround(QMod,QIL) =
rulifyGround(QMod, computeAbsModule (QMod,QIL),lengthQidList(QIL))

var Mod : Module .
var N : Nat .
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--- "rulifyGround"

--- It takes a module’s name, its abstraction, and the list of predicates,
--- and returns a module in which the equationally defined predicates have
--- been transformed into rules.

op rulifyGround : Qid Module Nat -> Module .
eq rulifyGround(QMod, Mod, N) =
(mod qid(string(QMod) + "-ABS-RULES") is

including ’BOOL .
sorts ’'AbsState .
none
(op ’st : generateNBools(N) -> ’AbsState [none]. )
(op ’initial : nil -> ’AbsState [none]. )
none
none
computeConstInit(Mod,N)
computeConstRules (Mod,
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cardRS(getRls(upModule(QMod, false))),

D
endm)

--- Predicates are transformed into rules by brute force: they are

--- instantiated in all possible manners and, for those tuples that

--- satisfy them the corresponding rule is added. To generate the

--- instantiations, a list of metaterms ’false.Bool is generated and is

--- succesively incremented until it reaches a list of metaterms ’true.Bool.

var T : Term .

--- "generateNTemList"
--- It creates a list with N copies of the term.

op generateNTermList : Nat Term -> TermList .
eq generateNTermList(l, T) =T .
eq generateNTermList(s(s(N)), T) = (T, generateNTermList(s(N),T))

var TL : TermList .

--- "advanceList"

--- It computes the successor of a list of Boolean values, in a binary base

--- fashion.

op advancelList : TermList -> TermList .

eq advanceList(’false.Bool) = ’true.Bool .

eq advanceList((TL,’false.Bool)) = (TL, ’true.Bool)

eq advanceList((TL, true.Bool)) = (advanceList(TL), ’false.Bool)

--- "computeConstInit"
--- Rules for the initial state.

op computeConstInit : Module Nat -> RuleSet .
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eq computeConstInit(Mod,N) =
computeConstInitAux(Mod,generateNTermList (N, false.Bool),
generateNTermList (N, ’true.Bool))
vars TL1 TL2 : TermList .

--- "computeConsInitAux"
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--- Tries all possible instantiations of the predicate defining the initial

--- state in turn.

--- The second argument is the current instantiation. The last one is the
--- list of ’true.Bool, used to test when to stop; it is precomputed for
--- efficiency reasons.

op computeConstInitAux : Module TermList TermList -> RuleSet .
eq computeConstInitAux(Mod, TL1, TL1) = computeConstInitAuxl(Mod, TL1)
eq computeConstInitAux(Mod, TL1, TL2) =

computeConstInitAuxl(Mod, TL1)

computeConstInitAux(Mod, advanceList(TL1), TL2) [owise]

op computeConstInitAuxl : Module TermList -> RuleSet .
eq computeConstInitAuxl(Mod, TL) =

if getTerm(metaReduce(Mod, ’absInit[TL])) == ’true.Bool
then (rl ’initial.AbsState => ’st[TL] [none].)
else none

fi

var M : Nat .

--- "computeConstRules"
--- The second argument is the number of rules, and the third one is the
--- number of predicates.
op computeConstRules : Module Nat Nat -> RuleSet .
eq computeConstRules(Mod, N, M) =
computeConstRulesAux(Mod, N, generateNTermList(M + M, ’false.Bool),
generateNTermList(M + M, ’true.Bool))

--- "computeConsRulesAux"
--- It traverses the predicates that specify the transitions.

op computeConstRulesAux : Module Nat TermList TermList -> RuleSet .

eq computeConstRulesAux(Mod, 0, TL1l, TL2) = none .

eq computeConstRulesAux(Mod, s(N), TL1, TL2) =
computeConstRulesAux1l(Mod, s(N), TL1, TL2)
computeConstRulesAux(Mod, N, TL1, TL2)

--- "computeConstRulesAux1"

--- Tries all possible instantiations of the predicate "lambdaN" in turn.
--- The second argument is the current instantiation. The last one is the
--- 1list of ’true.Bool, used to test when to stop; it is precomputed for
--- efficiency reasons.
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op computeConstRulesAuxl : Module Nat TermList TermList -> RuleSet .

eq computeConstRulesAuxl(Mod, N, TL1l, TL1) =
computeConstRulesAux2(Mod, N, TL1)

eq computeConstRulesAuxl(Mod, N, TL1, TL2) =
computeConstRulesAux2 (Mod, N, TL1)
computeConstRulesAux1l(Mod, N, advanceList(TL1), TL2) [owise]

var Q : Qid .

--- The label is added to the rule to help while debugging. It will be
--- removed in a final version.

op computeConstRulesAux2 : Module Nat TermList -> RuleSet .
ceq computeConstRulesAux2(Mod, N, TL) =

if getTerm(metaReduce(Mod, Q[TL])) == ’'true.Bool
then (rl ’st[TL1] => ’st[TL2] [none].) --- label(Q)
else none

fi

if Q := qid("lambda" + string(N,10)) /\
pairTermList(TL1, TL2) := splitTermList(TL)

--- Auxiliary declarations to split a list of terms in two halves.

sort PairTermList .
op pairTermList : TermList TermList -> PairTermList .

vars Tl T2 : Term .

op splitTermList : TermList -> PairTermList .

eq splitTermList((T1, T2)) = pairTermList(T1l, T2)

ceq splitTermList((T1, TL, T2)) = pairTermList((T1, TL1), (TL2, T2))
if pairTermList(TL1, TL2) := splitTermList(TL)

--- The other main function.

op abstractionGen : Qid QidList -> Module .
eq abstractionGen(QMod,QIL) =
rulifyGen(computeAbsModule(QMod,QIL),
cardRS(getR1ls (upModule(QMod, false))),
lengthQidList (QIL))

--- "rulifyGen"

--- It takes a module’s abstraction as computed by "computeAbsModule" together
--- with the number of rules and predicates, and extends it with a rule of

--- the form "B => B* if lambda(B,B*) = true" for each predicate "lambda"

--- defining the transition relation.

op rulifyGen : Module Nat Nat -> Module .
eq rulifyGen(Mod,M,N) =
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(mod getName(Mod) is
including ’BOOL .
sorts ’'AbsState .
none
op 'cBool : nil -> ’Bool [none]
op ’initial : nil -> ’AbsState [none]
op ’st : generateNBools(N) -> ’AbsState [none]
getOps (Mod)
getMbs (Mod)
getEqs (Mod)
rl ’cBool.Bool => ’true.Bool [none]
rl ’cBool.Bool => ’false.Bool [none]
makeRules(M,N)

endm)

"makeRules"

--- Generates the rule corresponding to each predicate and the one for the
--- initial state.

op makeRules : Nat Nat -> RuleSet .

eq

op
eq
eq

endm

makeRules(M, N) =

(crl ’initial.AbsState =>
’st[generateBoolList("B*",N)]
if makecBool(N) /\

’absInit[generateBoolList("B*",N)] = ’true.Bool [none] .)

makeRulesAux (M, N)

makeRulesAux : Nat Nat -> RuleSet .

makeRulesAux(®, N) = none .

makeRulesAux(s(M), N) =

makeRulesAux (M, N)

(crl ’st[generateBoolList("B",N)] => ’st[generateBoolList("B*",N)]
if makecBool(N) /\

gqid("lambda" + string(s(l),10))[generateBoolList("B",N),
generateBoolList("B*",N)] =
"true.Bool [none] .)

"makecBool"
Builds the condition "cBool => B1* /\ ... /\ cBool => BN*".

makecBool : Nat -> Condition .

makecBool (1) = ’cBool.Bool => ’'B*1:Bool .

makecBool(s(s(N))) =

makecBool(s(N)) /\ ’cBool.Bool => qid("B*" + string(s(s(N)),10) + ":Bool")
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